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Prefata 


Lucrarea de față reprezintă, în bună parte, tematica dezvoltată de autor în cadrul 
cursurilor de Logică simbolică, Logică modală si Istoria logicii la Facultatea de Istorie si 
Filosofie (Departamentul de Filosofie) din cadrul Universităţii „Babeș-Bolyai” Cluj-Napoca. 
Materialul este structurat pe trei secțiuni: logica tradițională (Cap. 1), logica clasică (Cap. 2 si 
Cap. 3) şi logica modală (Cap. 4 şi Cap. 5). Fiecare capitol poate fi lecturat relativ 
independent de celelalte, motiv pentru care demonstrațiile unor teoreme au fost reluate în 
difente variante. Capitolele sunt însoțite, prin paragrafele aferente, de exercitii rezolvate si 
exerciții propuse spre rezolvare. Pentru logica modală soluțiile exerciţiilor sunt menţionate la 
sfârșitul volumului. 

Elaborarea tematicii acestui volum s-a bazat pe opera logico-filosofică a unor 
importanti autori contemporani, înainte de toate Hilbert, Ackermann, Gódel, Gentzen, Kleene, 
Quine, Smullyan, Boolos, Hughes și Cresswell, Fitting, Kripke, Benthem. 

Lista bibliografică, aferentă volumului de față, contine atât lucrările care acoperă 
integral tematica dezvoltată cât și alte titluri, situate în proximitatea temelor tratate, dar de un 
nivel superior de complexitate si care fac obiectul unui alt volum (e.g. teoria recursivitatii, 
teoria calculabilitatii, diagonalizarea, logica demonstrabilitatii). 

Lucrarea se adresează înainte de toate studenţilor de la filosofie și masteranzilor cu 
specializarea Logica şi Filosofia Ştiinţei. Întrucât are caracterul unui manual, ea poate fi 
consultată cu folos de toti cei interesaţi de logică. 
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Capitolul 1 


Logica tradițională 


Preliminar 


Consideratá in sensul cel mai general, logica traditionalá este teoria inferentei. 
Începuturile ei notabile trebuie căutate in opera gânditorului grec Aristotel 1 O dată cu 
Organon-ul sáu se pun bazele a ceea ce astăzi numim ,silogisticá clasică” (asertorica si 
modalá). Aceastá lucrare aristotelicá a exercitat o considerabilá influentá asupra generatiilor 
următoare, până în epoca modernă. O dată cu rafinarea conceptualizării, determinată de 
crearea logicii simbolice, în secolul al XIX-lea, s-a deschis posibilitatea re-lecturii silogisticii 
clasice care, în noua ipostază, favorizată de formalizare si axiomatizare, devine silogisticá 
moderna ?. 

Capitolul de față nu are în vedere o analiză istorică a silogisticii?, ci o elaborare 
sistematică a logicii tradiționale, înglobând astfel perfectionárile instrumentarului logicii, 
păstrându-i însă determinatiile care o fac să rămână o logică tradițională. 

Întrucât teoria inferentei presupune teoria propoziției, iar teoria propoziției presupune 
teoria termenilor logici, vom trata succesiv, în ordinea complexității lor, aceste forme logice“. 

Însă logica nu este interesată de orice fel de inferente, ci doar de inferentele valide, 
adică de acele inferente care conservă în concluzia lor adevărul premiselor. Iar ca o inferentá 
să fie validă, ea trebuie să respecte anumite exigente, între care există anumite raporturi de 
dependență (derivare). Căutând să explicităm exigenţele fundamentale, cele care le întemeiază 
pe toate celelalte, ajungem la ceea ce logica numeşte principii logice. Să ne oprim mai întâi la 
o analiză succintă a acestor principii. 


Principiile logice 

Investigarea statutului principiilor logice este una foarte complexă. Chiar dacă 
formularea lor este veche (Aristotel, Leibniz), disputele pe această temă continuă și în zilele 
noastre. Ca principii logice ele nu pot, fireşte, să fie întemeiate în logică, pentru că în acest 
caz ar avea un caracter derivat, fiind deduse din alte principii mai generale. Putem, atunci, 
conchide cá sunt construcții arbitrare, convenții lingvistice? Modul în care ele functioneazá ca 
principii ne arată mai curând contrariul. Iar dacă au un temei, care este acesta?” Ne limităm, în 
consideratiile de față, la a menţiona că principiile logice pot fi formulate atât ontologic (cu 
referire la obiecte şi proprietăţile lor), cât şi epistemologic (cu referire la propoziţii şi valorile 
lor de adevăr), fără a le reduce, ca principii logice, la aceste formulări. 


' Aristotel, Organon I (Analitica primă). 

2 Comp. J. Lukasiewicz, Aristotle's Syllogistic from the Standpoint of Modern Formal Logic, 1951. 

*Pentru o prezentare istorică a temei, comp. Bibliografie. 

* Prin forme logice vom înţelege: termenii logici, propozițiile logice si inferentele. 

i Răspunsurile la această întrebare sunt foarte diferite: comp. B. Russell, Probleme der Philosophie, F.a.M. , 
1969, 78-79; M. Heidegger, Der Satz vom Grund, Pfullingen 1957. 


a) Principiul identității 

Principiul identităţii a fost formulat mai întâi de Leibniz, astfel: „Fiecare lucru este 
ceea ce este. Si în atâtea exemple câte vreți, A este А, B este B”. „A este A" este formularea 
ontologică a ideii de identitate: prin proprietăţile sale constante, un lucru este el însuşi şi nu 
altul. Desigur, chiar dacă realitatea este într-o continuă transformare, ea nu poate fi gândită 
decât prin ceea ce conferă individualitate (si deci constantá) entitátiior ei. Ca principiu al 
identităţii, acesta rămâne un principiu logic, nu ontologic. Iar ca principiu logic, el pretinde, 
oricărui demers rational, precizie. Altfel spus, în orice rationalizare pe care o efectuám 
termenii logici trebuie să-şi conserve înțelesul. În caz contrar, din premise adevărate putem 
obține concluzii false sau absurde. De exemplu, din propozițiile „Creionul este verde" si 
» Verde" are cinci litere" derivăm, în mod eronat, ,,Creionul are cinci litere”. Nevaliditatea 
acestei inferente rezidă în faptul că termenul mediu (i.e. „verde”) nu şi-a păstrat înțelesul: in 
prima propoziţie el se referă la o proprietate a unui obiect iar în cea de-a doua la o entitate 
lingvistică. Aşadar, a fost nesocotit principiul identității. 


b) Principiul noncontradictiei 

Acest principiu a fost formulat pentru prima dată de Aristotel: „este peste putință ca 
unuia şi aceluiaşi subiect să i se potrivească şi totodată să nu i se potrivească sub acelaşi 
raport unul şi acelaşi predicat” 2 

Са principiu logic, acesta reclamă exigenta consistenfei: in acelaşi timp şi sub același 
raport o propoziţie nu poate fi adevărată împreună cu contradictia ei * În orice demers pe 
care-l intreprindem, nu putem include „їп acelaşi timp şi sub acelaşi raport”, atât propoziția 
»2+2=4” cát şi propoziţia „2+27 4". 


c) Principiul tertului exclus (tertium non datur) 

Tot lui Aristotel її revine meritul de a fi formulat pentru prima data principiul logic al 
tertului exclus: „Dar nu e cu putință nici ca să existe un termen mijlociu între cele două 
membre extreme ale unei contradictii, ci despre un obiect trebuie neaparat sau sá fie afirmat 
sau negat fiecare predicat” ?. 

Dacă principiul noncontradictiei respinge posibilitatea ca o propoziţie şi contradictoria 
ei să fie simultan adevărate, principiul tertului exclus respinge posibilitatea ca o propoziție si 
contradictoria ei să fie simultan false. Iată un fragment din Leibniz care lămureşte relația 
dintre aceste două principii, în forma relației dintre următoarele două formulări: „una, că 
adevărul si falsul nu sunt compatibile în aceeași propoziție sau că o propoziție nu ar putea să 
fie adevărată şi falsă în acelaşi timp; cealaltá, că opusul sau negația adevărului şi falsului nu 
sunt compatibile, sau cá nu există mijlociu între adevărat şi fals, sau că nu se poate ca o 
propoziție să nu fie nici adevărată nici falsă” "°. 

Exemple intuitive, elementare, ne arată totuşi că acest principiu nu are extensiunea 
primelor două, deoarece există situaţii în care între cele două valori de adevăr ale propozitiilor 
(adevărat şi fals) trebuie admisă o a treia (nedeterminatul). Chiar Aristotel dă un exemplu de 
acest gen. De ori câte ori ne referim la evenimente viitor-contingente, cea de-a treia valoare 


6 G. Leibniz, Nouveaux essais sur l’ entendement humain (1708), Flammarion, Paris 1935, IV, IT, 1. 

Н Aristotel, Metafizica, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti, 1965, IV, 3, 1005 b, 19. 

* Pentru o analiza a diferitelor expresii ale principiilor logice, comp. М. Rescher, Many-valued logics, McGraw 
Hill, 1969. 

? Aristotel, Metafizica, IV, 7, 1011b. 

10 Leibniz, Nouveaux... IV, ЇЇ, 1. 


trebuie admisă !!. Pentru propoziţii de genul „Mâine va avea loc o bătălie navală” si „Mâine 
nu va avea loc o bătălie navală”, cea de-a treia posibilitate este admisă: indecizia i 

Este uşor de constatat că valabilitatea principiului terfului exclus este sincronă 
acceptării ideii semantice a bivalenfei: orice propoziție admite strict una din cele două valori 
de adevăr: adevărat sau fals. 

Exigenfa reclamată de principiul tertului exclus este coerenţa: în același timp si sub 
acelaşi raport o propoziţie logică este adevărată sau falsă, cea de-a treia posibilitate este 
exclusă. 


d) Principiul rațiunii suficiente 

Ca principiul logic, acesta ne cere să nu acceptăm sau respingem vreo propoziţie fără 
a dispune de vreun temei suficient, în demersul pe care-l întreprindem!5. El exprimă o relație 
де condiționare între propoziţii. Lingvistic, conditionarile pot fi redate astfel: „dacă p, atunci 
q" (condifionarea suficientă), unde p şi q denotă propoziţii, „dacă nu p, atunci nu q" 
(conditionarea necesară) sau „р dacă și numai dacă q" (condifionarea necesară şi suficientă). 
Teoriile ştiinţifice sunt interesate înainte de toate de condițiile suficiente ale adevărului 
propozitiilor lor si, de aici, exigenfa conținută în principiul rațiunii suficiente. 


1.1. Teoria termenilor logici 


Atunci când atribuim o valoare de adevăr unei propoziții, în raționările noastre 
curente, o facem ținând seamă de modul în care părțile lor constitutive se îmbină. Propoziția 
Cerul este albastru, de exemplu, este adevărată dacă „albastru” poate fi spus (i.e. predicat) 
despre „cer”. În caz contrar, propoziția este falsă. Elementele constitutive ale propozitiilor 
sunt termenii. Însă nu toți termenii unui limbaj au acelaşi rol în limbajul respectiv. Unii au 
atât înțeles de sine stătător, desemnând clase de obiecte, cât si înțeles contextual, fiind părți 
ale propozițiilor. Aceşti termeni se numesc categorematici. Alții, în schimb, ajută la 
construcția propozitiilor, cuantificând, modalizand, conectánd etc (,unii", „toţi”, „e posibil”, 
„e necesar”, „şi”, „fără”, „sau”, „este”, s. a.). Aceşti termeni se numesc sincategorematici. 

În continuare, în acest paragraf dedicat teoriei termenilor, vom avea în vedere strict 
teoria termenilor categorematici, adică teoria acelor termeni care pot deveni subiect logic şi 
predicat logic într-o propoziție“. 

O remarcă trebuie să facem însă de-ndată. Termenii categorematici nu sunt 
întotdeauna expresii formate dintr-un singur cuvânt, ci şi construcții mai complexe, uneori 
chiar fraze: „radiație remanentă”, „orchestră de cameră”, „număr prim între 6 şi 9", 
compozitorul lucrării "Ruslan şi Ludmila"", etc. În cele ce urmează ne interesează, fireşte, 
termenii categorematici ca termeni logici, ca o formă logică distinctă, cu o structură proprie 
ireductibilă la exprimarea ei lingvistică". 


Definiţie. Termenul logic este forma logică elementară care denotă clase de obiecte, 
respectiv conotă proprietăți ale lor. 


П СЕ Aristotel, Огвапоп. 
i2 Respingerea validității tertului exclus va face carieră în logica intuiționistă, pentru acele cazuri în care operám 
cu mulțimi infinite. Comp. C. Calude, Matematici constructive, Ed. Științifică, București, 1995. 
13 Principiul rațiunii suficiente este mai curând un principiu metalogic: nu introduce vreo exigenta fără de care 
gândirea nu s-ar putea manifesta, ci exprimă un principiu cuprinzător, valabil în orice derners cognitiv. 

În logica tradițională această categorie de termeni constituie „noțiunile”. 
Unitatea dintre termenul logic si unitatea lingvistică se numeşte expresie. Orice expresie, care poate fi subiectul 
sau predicatul unei propoziţii, are aşadar o dublă dimensiune, logică si lingvistică. 


1.1.1. Structura termenilor logici 

In structura oricărui termen logic pot fi puse în evidență două componente: 
extensiunea şi intensiunea. Un exemplu simplu ne arată in ce constau ele. „Сапе”, de 
exemplu, este un termen logic a cărui extensiune (sferă) este totalitatea cărților existente. 
Totodată, „carte” înseamnă totalitatea trăsăturilor pe care le posedă orice obiect care poate fi 
numit carte. Aceste trăsături se constituie în ceea ce numim intensiunea (conţinutul) 
termenului „carte”. 

Definiţia 1. Extensiunea unui termen logic este componenta structurală care constă în 
totalitatea obiectelor ale căror proprietăţi formează intensiunea termenului logic. 

Definiţia 2. Intensiunea unui termen logic este componenta structurală care constă în 
totalitatea proprietăţilor obiectelor care formează extensiunea termenului logic. 

Corespondenta structurală dintre cele două definiții (i.e. faptul să una se obține din 
cealaltă  permutând termenii  „extensiune”, „obiect”, „intensiune” си  ,intensiune", 
„proprietate”, „extensiune”) se numeşte dualitate. 

Între extensiunea şi intensiunea unui termen putem pune în evidență raportul variației 
inverse a extensiunii şi intensiunii (construiți un exemplu). 


1.1.2. Raporturile dintre termenii logici 

Distincția logică dintre extensiune şi intensiune fundamentează distincția dintre cele 
două tipuri de raporturi logice: extensionale şi intensionale. 

Raporturile extensionale dintre doi termeni logici sunt raporturile dintre clasele la care 
se referă, raporturi formulate în termenii incluziune-excluziune. Aceste raporturi extensionale 
pot fi exhaustive sau neexhaustive, după cum raportul respectiv epuizează sau nu universul de 
discurs'®, 

1. Subordonare neexhaustivă. În acest caz, extensiunea unui termen S este inclusă în 
extensiunea celuilalt (P), fără exhaustivarea universului de discurs (U). (Exemplu: S=aur, 
Р = metal, U = element chimic). 

2. Supraordonare neexhaustivă (Raportul convers lui 1). 

3. Intersectie neexhaustivă. Extensiunile celor doi termeni au elemente comune, dar si 
elemente diferite şi nu epuizează universul de discurs. (Exemplu: S=numar раг, Р = număr 
prim, О = număr natural). 

4. Identitate neexhaustivă. Extensiunile celor doi termeni coincid, fără a epuiza 
universul de discurs (Exemplu: S=2, P= număr par şi prim, U = număr natural). 

5. Intersectie exhaustivă. Cele două extensiuni au elemente comune dar acoperă întreg 
universul de discurs: 5 = Z* u(0), P=Z-u(0), U =Z. 

6. Excluziune neexhaustivd. Cele douá extensiuni nu au nici un element in comun si 
nici nu exhaustivează universul de discurs (construiți un exemplu). 

7. Excluziune exhaustivă. Nici în acest caz extensiunile nu au elemente comune, dar 
epuizează U (Exemplu: organic – neorganic, roşu — nonrosu, etc). 


Raporturile intensionale sunt raporturile dintre termeni considerate din perspectiva 
însuşirilor, respectiv dacă termenii respectivi pot figura sau nu simultan ca însuşiri într-un alt 
termen. Dacă da, atunci raporturile care se stabilesc sunt de concordanță, în caz contrar sunt 
de opoziție. Deja specificarea făcută mai sus a raporturilor extensionale ne pennite să 
deosebim cele două clase de raporturi intensionale (de concordanță: primele cinci, de opoziţie: 
ultimele două). 


16 Universul de discurs pentru două clase S, P este clasa supraordonată (includentă) claselor în discuție. 
„Mamifer” şi „vertebrat” pot avea ca univers de discurs ,,animal” etc. 


Remarcá 1. Cele două tipuri de raporturi de excluziune (exhaustivă, neexhaustiva) 
fundamentează două raporturi logice distincte dintre propoziţiile logice: contradicție şi 
contrarietate. De aceea raportul de excluziune exhaustivă dintre termenii logici se mai 
numeşte si raport de contradicție, iar cel de excluziune neexhaustivă se mai numeşte şi raport 
de contrarietate. Să vedem mai îndeaproape în ce constă distincţia. 

Raportul de contrarietate se stabilește între extensiunile a doi termeni astfel încât 
clasele respective nu acoperă întreg universul de discurs. Așadar, universul de discurs conține 
cel puţin trei clase reciproc exclusive. „Roşu” şi „galben” nu epuizează universul „culoare”. 
Termenii contrari nu pot fi în același timp predicati despre acelaşi obiect (un obiect nu poate 
fi în acelaşi timp şi roşu şi galben), dar pot fi negati (din faptul cá un obiect nu este roşu, nu 
rezultă că este galben, căci poate fi verde, albastru etc). Neputând fi asertati simultan despre 
acelaşi obiect, raportul dintre termenii contrari este fundamentat de principiul logic al 
noncontradictiei. 

Raportul de contradicție se stabileşte între două extensiuni care exhaustiveazá 
universul de discurs: „roşu — nonroşu”, „par — impar”, „organic — anorganic” etc. În acest caz, 
fiecare termen este negația celuilalt. Întrucât divid universul de discurs strict în două clase, ei 
nu pot fi nici asertati simultan, nici negafi simultan despre acelaşi obiect. Motiv pentru care 
acest raport dintre termenii logici este fundamentat simultan de principiul noncontradictiei si 
de principiul tertului exclus. 

Remarcă 2. Teoria termenilor logici include şi tema clasificării termenilor logici, cea a 
diferitelor reprezentări diagramatice dintre ei sau tema operaţiilor logice cu termeni 
(diviziune, clasificare, definire etc). Capitolul de fata nu include si aceste abordări”. 


1.2. Teoria propozitiilor categorice 


1.2.1. Propozitii categorice 
structuri mai complexe, numite propozitii. In acest paragraf nu vorn face un inventar al tuturor 
propozifiilor, ci vom selecta o clasá de astfel de propozitii si o explicitám in determinatiile ei 
esenţiale. Clasa avută in vedere este cea a propozitiilor categorice. 

Definiţie. O propozitie categorică este o structură logico-lingvisticá în care se enunță 
ceva despre elementele unei clase de obiecte. 

Exemple de propoziții categorice: 1. Toţi studenţii au obținut rezultate bune. 2. Nici un 
participant la manifestatie n-a fost chestionat. 3. Unele cărţi sunt interesante. 4. Unii 
concurenţi n-au luat premiu. 5. Nigel Kennedy este cel mai strălucit interpret „Vivaldi”. 6. 
John Fogerty n-a cântat cu „Rolling Stones". 

Structura propozitiilor categorice este simplă: doi termeni logici sunt corelati în aga fel 
încât ceva se spune despre ceva. Un termen logic este subiectul logic al propoziției, celălalt 
este predicatul logic. Legătura dintre ei se poate face în varii feluri: cu verbele a fi, a avea, cu 
alte verbe sau pur și simplu poate fi sublimată (n forma gramaticală a predicatului). Însă, 
dacă din punct de vedere gramatical în structura unei propoziții categorice pot intra şi alte 
elemente (adjective, complemente, adverbe etc), sub aspect logic (singurul relevant aici!) o 
propoziţie categorică contine strict două elemente: subiectul logic (5) şi predicatul logic (P). 


1.2.2. Clasificarea propozitiilor categorice 


Fie şi numai enumerarea de mai sus, putem constata unele deosebiri, logic relevante, 
între propoziţiile categorice. Atât în propoziția 1 cât şi în propoziția 2 subiectul logic a fost 


"7 Pentru o tratare clară, sistematică a lor, comp. Marga, Stoianovici, Dima, Logica generală, pp. 81-123. 


luat in considerare (chiar dacă în moduri diferite!) în totalitatea sa. Altfel spus, predicatul 
logic revine întregii clase denotate de subiect. În ambele cazuri vom vorbi despre propoziţii 
universale. În propoziţiile 3 şi 4, în schimb, predicatul se referă (revine) unei părți a clasei 
denotate de subiectul logic , motiv pentru care aceste propoziţii se numesc particulare. În 
fine, în cazurile 5 şi 6 clasa denotată de subiectul logic are un singur element; aceste 
propoziții se numesc individuale. Această clasificare s-a făcut după criteriul cantităţii, 
respectiv dacă predicatul revine sau nu întregii extensiuni a subiectului logic. Putem uşor 
constata că, aplicând acest criteriu, propoziţiile individuale au forma propozitiilor universale 
Şi deci, în cele ce urmează vor fi incluse în această clasă. După cantitate deosebim aşadar: 
propoziţii universale şi particulare. 

Acum, dacă luăm propoziţiile 1, 3 şi 5, pe de-o parte, si 2, 4 şi 6, pe de alta, vom 
observa că cele două clase de propoziţii se deosebesc prin următorul fapt: în prima clasă 
predicatul logic este afirmat despre subiect (i.e. nota respectivă aparţine subiectului logic, 
indiferent de extensiunea considerată), în cea de-a doua însă, predicatul logic este negat 
despre subiect. Aşadar, propoziţiile categorice pot fi clasificate şi după criteriul calității, în 
afirmative şi negative. 

În cele ce urmează nu vom opera distinct cu cele două clasificări, ci cu una singură, 
făcută simultan după cele două criterii (cantitate şi calitate), astfel: 

l. SaP: propoziţii universal afirmative 

2. SeP: propozifii universal negative 

3. SiP: propozitii particular afirmative 

4. SoP: propozifii particular negative 

Notatiile din frontul fiecărei clase au următoarea sursă: 5 si P sunt elementele 
structurale ale oricárei propozitii categorice. a si i, puse intre S si P (in cazurile 1 si 3) sunt 
primele vocale din cuvântul latin affirmo şi ne arată că în ambele cazuri avem propoziţii 
afirmative (prima universală, a doua particulară). Vocalele e şi o din SeP şi SoP sunt vocalele 
conținute în nego şi ne indică faptul că propoziţiile respective sunt negative. Această 
abreviere notationalá are un avantaj operațional în analiza raporturilor logice dintre 
propoziţiile respective 15. 

Remarcă. Nu întotdeauna în limbajul natural cele patru tipuri de propoziţii categorice 
au forma de mai sus. Unii S sunt P (SiP) nu exclude, în clasificarea făcută, posibilitatea ca 
Toţi S să fie P (SaP). Însă, dacă o propoziție particulară este formulată Numai unii S sunt P, 
atunci această posibilitate este exclusă. În primul caz avem o propoziție particulară inclusivă, 
în cel de-al doilea exclusivă. Adusă la forma uzuală din clasificarea făcută, propoziția Numai 
unii S sunt P devine Unii S nu sunt P. Aşa cum propoziția Numai unii 5 nu sunt Р devine Unii 
S sunt P. 

Alteori propoziţiile particulare au forma: Numai 5 sunt P, respectiv Numai 5 nu sunt 
P. Asemenea propoziţii particulare exclusive se pot transforma, echivalent, în propoziții 
universale, de aceeaşi calitate, dar in care 5 şi P îşi schimbă reciproc locul. Ele devin Tori P 
sunt S, respectiv Nici un P nu este S. 


1.2.3. Raporturile logice dintre propozitiile categorice 

Asa cum їпїте termenii logici existá o serie de raporturi logice, tot astfel intre 
propoziţiile categorice putem pune în evidenţă niște raporturi specifice. Dacă, de exemplu, 
propoziţia Toţi studenții sunt prezenţi este adevărată, atunci propoziţiile Unii studenţi nu sunt 
prezenţi şi Nici un student nu este prezent sunt false. Aşa cum, dacă propoziţia Unii studenți 
nu Sunt prezenți este falsă, propoziţia Unii studenți sunt prezenţi este adevărată etc. 


18 Alteori apar doar majusculele corespunzătoare: A, E, I, O, cu semnificaţia SaP, SeP, SiP, SoP. 


Raporturile logice dintre propoziţiile categorice pot fi redate schematic prin pătratul lui 
Boethius `. 


SaP contrarietate SeP 
S S 
u u 
b b 
a a 
1 1 
t t 
e conjradictie e 
r T 
n n 
a a 
г г 
е е 

SiP subcontrarietate SoP 


Asa cum vom vedea, aceastá reprezentare simplá ne pune ín evidentá o particularitate 
logic relevantă a acestor raporturi: sub asumptia adevărului sau falsitdfii unei propoziții (din 
cele patru) putem conchide asupra valorii de adevăr a celorlalte propoziţii. Dacă SaP=1%, 
atunci SoP=0, SeP=0 iar SiP=1. Dacă SiP=0, atunci SeP=1, SoP=1 şi SaP=0 
(construiți exemple în limbajul natural, care ilustrează aceste cazuri). 

Să caracterizăm succint cele 4 tipuri de raporturi logice. 


Raportul de contradicţie. Se stabileşte între propoziţiile SaP – SoP şi SeP — SiP 
(diagonalele pătratului). Să luăm, ca exemplu, propoziţiile SaP şi SoP. 


1. Dacă SaP =1, atunci SoP =0. lI. SaPD—SoP 
2. Dacă SaP =0, atunci SoP «1. 2'. —SaP > SoP 
3. Dacă SoP =1, atunci SaP = 0. 3'. SoP > -SaP 
4. Dacă SoP =0, atunci SaP - 1. 4. -=SoP 5 аР 


Altfe] spus, raportul de contradicţie se stabileşte între două propoziţii cantitativ si 
calitativ opuse, astfel că ele пи pot fi nici adevărate simultan si nici false simultan. 

In coloana din dreapta sunt redate simbolic aceste raporturi, unde „2 " este implicatia 
iar „—” este negatia’'. Din expresiile simbolice l'-4' deducem că în raportul de contradicție 
o propoziţie este echivalentă (i.e. are aceeaşi valoare logică) cu negația celeilalte. Putem scrie 
aşadar: SaP =—SoP echivalent (SaP > SoP) A (^SoP > SaP) 22 sau 

—SaP = SoP echivalent (ASaP > SoP) A (SoP > —SaP). 

Remarcă. Prin transformarea implicaţiilor din formula (SaP > ^SoP) A (—SoP > SaP) 
în conjunctii obţinem formula echivalentă —(SaPA——SoP)A -(ASoP A —SaP), adică 
—(SaP A SoP) ^ (SoP v SaP), formula care exprimá faptul cá raportul de contradictie este 


? Boethius (480-524). 
20 „1” şi „0” denotă valorile de adevăr „adevărat” si „fals”. 


?! Pus în fata unei expresii, simbolul „—” denotă negația expresiei respective: —SoP înseamnă: „propoziția 
SoP este falsă” (și nicidecum negația lui S); —P(x) înseamnă „ P(x) este falsă” etc. 


? În logica propozitiilor aceste derivări succesive se numesc transformări echiveridice. Pentru detalii wimitem la 
2.1.3. (din capitolul următor). 


fundamentat simultan de principiul logic al noncontradictiei (i.e. —(SaP ^ SoP), cele douá 
propoziţii nu pot fi adevărate simultan) si de principiul logic al terțului exclus (ie. 
SoP v SaP , cele două propoziţii nu pot fi false simultan). Acelaşi rezultat îl obținem prin 
transformarea celeilalte formule, (—SuP > SoP)^(SoP > —SaP) (exercițiu). 


Raportul de contrarietate. Se stabileşte între propoziţiile universale de calitate opusă: 
SaP — SeP. Pe baza unor exemple simple din limbajul natural putem constata că acest raport 
poate fi caracterizat astfel: 


5. Dacă SaP = 1, atunci SeP=0. 5'. SaP 5-SeP 
6. Раса SaP =0, atunci SeP=?. 6'. —5aP >? 

7. Dacă SeP = 1, atunci SaP =0. T. SeP >—SaP 
8. Dacă SeP =0, atunci SaP = ?. 8'. 2SeP >? 


În formulările de mai sus simbolul „?” exprimă faptul cá valoarea de adevăr a 
propoziției respective nu poate fi asertatá, sub asumpfia condiției din enunț. Adică, din faptul 
cá propozitia SaP este falsá, nu putem spune ce valoare de adevar are propozitia SeP (ea poate 
fi falsá sau adeváratá). Asadar, douá propozitii aflate in raport de contrarietate nu pot fi 
adevărate simultan dar pot fi false simultan. În redare simbolică: —(SaP ^ SeP), echivalent 
—SaPv —SeP „echivalent SaP > —SeP sau SeP 5 SaP . 

Cum nu pot fi adevárate simultan, rezulta cá raportul de contrarietate este fundamentat 
pe principiul logic al noncontradicfiei. 


Raportul de subcontrarietate. Se stabileşte între propoziţiile particulare de calitate 
opusă: SiP şi SoP. Aici vom avea, corespunzător: 


9. Dacă SiP =1, atunci SoP=?. 9%. SiP2?. 
10. Dacă SiP =0, atunci SoP =1. 10°. —SiP 5 SoP. 
11. Dacă SoP = 1, atunci SiP =?. 11°. SoP 2?. 
12. Dacă SoP =0, atunci SiP =1. 12°. —SoP 5 SiP . 


Două propoziţii subcontrare nu pot fi false simultan, dar pot fi adevărate. Adică, 
—(—SiPA-—SoP), echivalent ——SiPv-—-SoP, echivalent SiPvSoP. Sau, echivalent 
—SiP > SoP sau —SoP > SiP . Raportul de subcontrarietate este fundamentat de principiul 
logic al tertului exclus. 


Raportul de subaliernare. Acest raport are loc între o propoziție universală si 
particulara de aceeaşi calitate, adică între SaP şi SiP, respectiv SeP şi SoP. Următoarele 
expresii explicitează acest raport (considerăm doar SaP şi SiP): 


13. Dacă SaP =1, atunci SiP =1. 13°. SaP о SiP . 
14. Dacă SaP =0, atunci SiP = ?. 14°, —SaP о ?. 

15. Dacă SiP =1, atunci SaP =?. 15°. SiPD?. 

16. Daca SiP =0, atunci SaP =0. 16°. ASiP >—SaP. 


Propozitiile SiP si SoP sunt subalterne propoziţiilor SaP şi, respectiv, SeP, aşa cum 
SaP si SeP sunt supraalterne propozitillor SiP si SoP. Agadar, raportul de subalternare 
înseamnă: adevărul supraalternei implică adevărul subalternei, respectiv, falsitatea 
subalternei implică falsitatea supraalternei. 


Remarcă. Două propoziții contrare pot fi false simultan, aşa cum două propoziții 
subcontrare pot fi adevărate simultan. Dacă vrem să vedem în ce caz se întâmplă acest lucru, 
atunci vom proceda după cum urmează. Din cele 7 tipuri de raporturi extensionale dintre 


termenii logici, даса renuntám la distinctia exhaustiv-neexhaustiv (irelevanta aici), raman 
doar 5: identitate, subordonare, supraordonare, intersecţie și opoziţie. Considerăm acum cá cei 
doi termeni logici avuti in vedere sunt subiectul (5) si predicatul (P) unei propozitii. Desigur, 
valoarea ei logică depinde de raportul dintre termenii logici 5 $ P. Dacă ținem seamă de toate 
aceste 5 raporturi dintre termenii S si P, atunci raporturile logice dintre propozițiile categorice, 
din pătratul lui Boethius, pot fi redate, mai nuanfat, prin următorul tabel: 


Identitate] Subordonare | Supraordonare | Intersectie | Opozitie 


SaP 1 1 0 0 0 
SeP 0 0 0 0 1 
SiP ] 1 1 1 0 
SoP 0 0 1 1 1 


Deci, даса S si P se aflá in raport de identitate, atunci SaP (adicá Toji S sunt P) este о 
propoziție adevărată, SeP este falsă, SiP este adevărată SoP =O etc. E uşor de văzut că toate 
raporturile mai sus discutate pol fi „citite” pe acest tabel. Mai mult chiar, putem constata са 
două propoziţii contrare pot fi false simultan dacă S si P se află în raport de supraordonare si 
de intersecție. Caz în care două propoziții subcontrare pot fi adevărate simultan. 


Exerciţii 

1. Argumentati cá date fiind raporturile de contradicție si contrarietate raportul de 
subalternare poate fi dedus. 

2. Argumentati cá date fiind raporturile de contradicție şi subcontrarietate raportul de 
subalternare poate fi dedus. 

3. Comparând raporturile logice din pătratul lui Boethius cu funcţiile de adevăr din 
2.1.2.1., determinati, în fiecare caz în parte, ce funcții de adevăr corespund acestor 
raporturi. 


Exemplu: Raportul de subalternare SaP-SiP este redat de funcția implicatie: 
SaP 5 SiP (la fel, SeP 5 SoP ) etc. 


1.3. Teoria inferentei 


Asa cum termenii logici intra in constructia propozitiilor, tot astfel propozitiile 
participá la constituirea celei mai complexe forme logice: cea a inferentei. Inferarea tine de 
însuşi modul de a fi al ființelor umane ca ființe raționale. Facem inferente mereu, de la cele 
curente, cotidiene, páná la cele mai complexe, realizate їп domeniile exceptionale ale 
cercetarii stiintifice. 

Definiţie. Inferenfa este operația logică prin care din una sau mai multe propoziţii 
asumate ca premise obținem o altă propoziție numită concluzie. 

Inferentele sunt de o mare diversitate. Dacă luăm drept criteriu gradul de generalitate 
al concluziei în raport cu premisele, vom deosebi: inferente deductive şi inferente inductive. 
O altă clasificare o putem face având în vedere dacă inferentele respective sunt valide (i.e. 
conservă їп concluzie adevărul premisei/premiselor) sau nevalide (ie. adevărul 
premisei/premiselor nu garantează adevărul concluziei). Logica se interesează exclusiv de 
inferentele valide. Iar dacă numărul premiselor este cel avut in vedere, atunci deosebim: 
inferente imediate (i.e. inferente cu o singură premisă) şi inferenje mediate (i.e. inferente cu 


două sau mai multe premise). La aceste din urmă inferente ne vom opri in cele ce urmează, cu 
mențiunea că propoziţiile lor constitutive sunt propoziții categorice. 


1.3.1. Inferente imediate 

Daca stim, de exemplu, cá propoziţia То studenții sunt prezenţi este adevărată, 
atunci, fără a face investigații empirice, stim că şi propoziția Unii dintre cei prezenţi sunt 
studenti este la fel. Adevărul primeia garantează adevărul celei de-a doua. Această operație 
prin care din prima propoziție (SaP) am obținut-o pe cea de-a doua (PiS) nu este o simplă 
transformare lingvistică, ci o operație logică, cea а conversiunii. 

Definiţia 1. Conversiunea este inferenta imediată prin care dintr-o propoziție S-P 
derivăm o altă propoziţie de forma P-S (i.e. termenii logici îşi schimbă locul şi deci şi 
funcţiile). 

Să vedem acum în ce fel se convertesc cele 4 tipuri de propoziții categorice. 

SaP—— PiS; aici —C— indică operaţia logică a conversiunii. Chiar şi din 
exemplul de mai sus ne putem da seama că din propoziția SaP prin conversiune n-am fi putut 
obține propoziția Pas, adică Toți cei prezenţi sunt studenţi, pentru că această propoziție nu 
este întotdeauna adevărată. Si deci inferenta făcută ar fi nevalidă. Însă dacă SaP este 
adevărată, atunci şi PiS este adevărată. Premisa SaP se numeşte convertendd iar PiS se 
numeşte conversă. Întrucât în acest caz cantitatea premisei s-a alterat (i.e. din universală am 
obţinut o particulară), conversiunea se numeşte prin accident (per accidens). 

SeP —©—› PeS (conversiune simplă) 

SiP —— PiS (conversiune simplă) 

SoP—*—? (nu se convertesc) 

Pe baza unor exemple simple putem să vedem că propozițiile particular negative nu se 
convertesc. Aşadar, adevărul unei propoziţii SoP nu poate garanta întotdeauna adevărul 
conversei ei PoS. Din adevărul propoziției Unii oameni nu sunt ingineri nu putem conchide 
Unii ingineri nu sunt oameni. În schimb, din propoziţia Unii studenți nu sunt logicieni putem 
conchide că Unii logicieni nu sunt studenţi. Întrucât nu întotdeauna concluzia este o 
propoziţie adevărată, vom spune că propoziţiile SoP nu se convertesc. 

După cum se vede, prin conversiune obţinem întotdeauna o propoziție de aceeaşi 
calitate. Propozitiile SeP si SiP se convertesc simplu (în aceste cazuri şi cantitatea se 
conservă), SaP se converteşte prin accident iar SoP nu se convertesc. 

Aşa cum din propoziţii SoP adevărate obținem uneori propoziţii PoS adevărate, tot 
astfel din propoziţii SaP adevărate obținem uneori propoziții PaS adevărate. În logică este 
relevantă şi cunoaşterea acestor situaţii. Aşa cum relevant a fost şi răspunsul din paragraful 
precedent cu privire la situaţiile in care două propoziţii contrare/subcontrare pot fi 
false/adevărate simultan. Si în acest caz răspunsul poate fi dat ținând seamă de raportul dintre 
termenii logici S şi P. Pentru aceasta considerăm din nou cele cinci raporturi extensionale şi 
determinăm, în fiecare caz in parte, adevărul propozitiilor SaP, Pas, SeP, Ре, SiP, PiS, SoP, 
Pos. 

Exemplu. Dacă S si P sunt în raport de identitate, atunci atât SaP cât si PaS sunt 
adevărate. În acest caz din propoziția SaP, prin conversiune, obținem Pas etc. 

Tot astfel putem determina cazul în care SoP se convertește (exercițiu). 

Gama inferentelor imediate nu se reduce însă la conversiune. Dacă, de exemplu, 
propoziția Tofi studenții sunt bursieri este adevărată, atunci va fi adevărată gi propoziția Nici 
un student nu este nebursier. În acest caz vorbim despre o altă operație logică, cea a 
obversiunii. 

Definiția 2. Obversiunea este inferenta imediată prin care dintr-o propoziție S-P 


derivăm о altă propoziție de forma S -P. 
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Premisa se numeşte obvertendă iar concluzia obversă. Notatia S — P are următoarea 
semnificaţie: în concluzie termenii logici îşi păstrează locul, predicatul este negat? iar bara de 
deasupra întregii expresii înseamnă înlocuirea reciprocă a operatorilor intrapropozitionali a cu 
esi icu o. Adica: 

SaP —2— SeP (locul barei de deasupra intregii expresii este preluat de transformarea 
lui a în e). 

SeP —2 SaP (explicatie similará). 

SiP — SoP 

SoP —2— Si P 

Simbolul —2— indică operaţia logică a obversiunii (construiți exemple pentru fiecare 
caz în parte). 

În cazul obversiunii cantitatea premisei se conservă în concluzie, în toate cele patru 
cazuri. 

Cele două inferente imediate, aplicate succesiv (şi alternativ) asupra unei propoziţii 
categorice permit derivarea unor propoziţii de alte tipuri decât cele menţionate mai sus. Să 
luăm, de exemplu, propoziția SaP şi să aplicăm altemativ cele două operații, începând cu 
obversiunea. Vom obţine: 

SaP —2 Se P — Pes —°-» Pas — SiP —2 SoP 

Propozitiile obținute în pașii 3 şi 4, respectiv PeS si PaS se numesc contrapuse, iar 
ultimele douá propozitii SiP 51 SoP se numesc inverse. Sa le consideram pe ránd. 

Definiţia 3. Contrapozitia este inferenta imediată prin care dintr-o propoziţie S-P 
derivdm o altá propozitie de forma Р-($ / 5) (i.e. obținem о concluzie al cărei subiect este 
contradictoriul predicatului premisei). 


Premisa se numeşte contraponendă iar concluzia contrapusd. Notatia S/S 
simbolizează următorul fapt: predicatul concluziei este fie subiectul premisei, fie subiectul 


negat al premisei. În primul caz, când concluzia are forma P-S vorbim despre contrapusá 


parţială, în cel de-al doilea, P — S , de contrapusă totală. 
Definiţia 4. Inversa este inferenta imediată prin care dintr-o propoziție S-P derivăm o 


altă propoziție de forma S -(pi Р) (ie. obfinem o concluzie al cárei subiect este 
contradictoriul subiectului premisei). 
Si in acest caz notația P/ P simbolizează faptul cá o inversă poate să fie parțială (de 


forma S – Р) sau totală (de forma S-P ) (Construiti exemple). 
Asadar, prin aplicarea repetatá si alternativá a conversiunii si obversiunii putem obline 
toate propozițiile adevărate dintr-o propoziție dată ca adevărată. 


SaP —— Pis —2— PoS 

Sap —0— Se P — Pes — > Pas € , SiP —9— SoP 
SeP —E— Pes —2 Pa S — SiP —— SoP 

SeP —— Sa P —— Pis —2— PoS 

SiP — Pis —2— PoS 

SiP —— SoP 

SoP ——? 


23 E : - koa cat. ша , . , : 
De câte ori ne vom referi la termenii logici strict extensional (i.e. termeni care denotă clase de obiecte) vom 


utiliza, pentru clasa complementard, o bara deasupra simbolului respectiv (S,M ,P). Aşadar P (P negat) 
înseamnă: „clasa complementară lui P" (adică non P). 
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SoP —95—, SiP — PiS —2-» PoS 


Remarci. 1. Lanţul derivárilor se opreşte atunci când ajungem la o propoziție SoP care 
urmează să fie convertită. 

2. În cazul conversiunii simple (SeP si SiP) propozițiile obținute (PeS si PiS) 
sunt echivalente cu premisele lor. Ín cazul conversiunii prin accident avem doar un raport de 
implicatie SaP > PiS . 

3. Ín cazul obversiunii, obvertendele si obversele sunt propozitii echivalente. 

in fine, incheiem acest paragraf cu cáteva explicatii privitoare la validitatea 
inferentelor imediate. 


Distribuirea termenilor logici 

Să considerăm, de exemplu, propoziția Unii studenți sunt melomani. Din aceasta 
propoziție nu putem deriva propoziția Toţi studenţii sunt melomani. În caz contrar derivarea ar 
fi nevalidă, deoarece încalcă următoarea cerință privitoare la inferentele deductive: concluzia 
unei inferente deductive nu trebuie să depăşească gradul de generalitate al premisei 
(premiselor) ei. Gradul de generalitate al concluziei se referă atât la propoziţia ca atare cât şi 
la termenii logici din care se compune. Derivarea de mai sus ar fi nevalidă atât pentru faptul 
că dintr-o premisă particulară deducem o concluzie universală, cát si pentru motivul cá 
termenul logic ,,studenti” este considerat partial în premisă pe când în concluzie el este luat 
extensional în întreaga lui sferă. Acest din urmă aspect ne interesează în cele ce urmează. În 
premisa din exemplul de mai sus, despre termenul logic ,studenti" vom spune că este 
nedistribuit, pe când în concluzie este distribuit. 

Definiţia 5. Un termen logic este distribuit dacă într-o propozitie este considerat în 
maxima lui extensiune; în caz contrar el este nedistribuit. 

Trebuie să remarcăm de la bun început că această proprietate a unui termen logic se 
poate afirma sau nega doar în raport cu propoziția din care termenul logic respectiv face parte 
ca subiect sau predicat. 

Dacă prin „+” înțelegem „distribuit” iar prin ,, — ” înțelegem „nedistribuit”, atunci 
distribuirea termenilor logici S şi P în propoziţiile categorice arată astfel: S'aP , S*eP*, 
S'iP ,SoP'. 

Într-o propoziție universal afirmativă S este distribuit, fapt care rezultă chiar din 
lectura expresiei „Toţi S sunt P". Însă de aici nu deducem nimic cu privire la extensiunea lui 
P, motiv pentru care P este considerat nedistribuit. Explicații similare putem găsi si pentru 
celelalte 3 cazuri (exerciţiu). 

Rezumativ, distribuirea termenilor logici poate fi redată astfel: 

1. Subiectul (S) este distribuit în propoziţii universale. 

2. Predicatul (P) este distribuit în propoziţii negative. 

Echivalent, un termen logic este distribuit dacă este subiectul unei propoziții 
universale sau predicatul unei propoziții negative. 

Validitatea inferentelor (imediate si mediate) presupune respectarea unei reguli cu 
privire la distribuirea termenilor logici: un termen logic poate să apară distribuit în concluzie 
doar dacă a fost distribuit şi în premisa corespunzătoare. 

O dată formulată această regulă, putem argumenta de ce, de exemplu, conversiunea 
simplă a propoziţiilor SaP şi SoP nu este о inferentá validă. Dacă am face astfel de 
conversiuni, atunci am avea: 

S*aP- ——> P*aS” şi S-op* —— P^oS* 

În ambele cazuri se încalcă regula distribuirii termenilor. În primul caz, în concluzie, P 
apare distribuit, fără a fi distribuit în premisă, în al doilea, 5 este distribuit în concluzie si nu 
este distribuit în premisă. 


» 
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Remarcá. Un termen logic poate fi distribuit in premisá fara a fi distribuit in concluzie 
(dafi exemple). 


Propozitii cu termeni negativi 

Aşa cum am văzul din derivările de mai sus, prin aplicarea repetată a conversiunii şi 
obversiunii obținem propoziţii în care apar termeni negafi. Unele din acestea sunt echivalente 
cu propoziţia iniţială, altele sunt implicate de propoziţia inițială. Cu toate acestea, dată fiind o 
propoziţie categorică, anumite propoziții nu pot fi obținute din aceasta. Din propoziţia SaP, de 
exemplu, nu putem obține inversa SaP (nici reciproc). Motiv pentru care cele două propoziții 
sunt considerate independente. Aşadar, dacă vom considera şi propoziţiile cu termeni negati, 
vom constata că la cele patru tipuri de propoziții categorice, SaP, SeP, SiP, SoP, se adaugă 
încă patru tipuri diferite de propoziții, inversele celor dintâi: SaP, SeP, SiP, SoP. Fiecare 
dintre aceste opt tipuri are câte trei propoziții echivalente. Acestea pot fi găsite exact în modul 
în care am procedat mai sus: prin aplicarea repetată a conversiunii şi obversiunii. Din SaP, de 
exemplu, am obținut propoziţiile echivalente: SeP, PeS, Ра$. Din SeP am obținut: Pes, 
PaS şi SaP etc. La fel putem proceda acum cu propoziția SaP, astfel: 
Sa P—2— SeP —€— PeS —2—, PaS , obţinând trei propoziții echivalente cu SaP. Apoi 
luám propozitia SeP si procedám similar etc (exercitiu). Deosebim, asadar, in total 32 de 
propoziții categorice: 

аР | SeP SiP 50Р SaP  SeP SiP  SoP 
SeP | SaP SoP SiP 5еР PeS PiS SiP 
PeS Ред PoS PiS  PeS Pas PoS Pis 
PaS  PaS PiS  PoS PaS  SaP SoP PoS 

Prima linie a tabelului o reprezintá cele 8 tipuri de propozitii categorice, iar fiecare 
coloaná contine propozitii echivalente, 

Asa cum intre cele patru tipuri de propozitii categorice cu termeni pozitivi existá 
raporturile desemnate de patratul lui Boethius, tot astfel putem reprezenta prin acelasi patrat 
logic raporturile dintre propozitiile cu termeni negati. Numai cá, de data aceasta, in colturile 
pătratului vom pune aceleași propoziţii A, Е, Т, O dar în care termenii logici sunt negati. 

lar dacă vrem să reprezentăm raporturile logice din toate cele 8 tipuri de propozitii 
categorice, atunci reprezentarea va fi un octogon, în vârfurile căruia vom aşeza cele 8 tipuri de 
propoziții categorice (plus echivalentele lor) şi vom decupa raporturile corespunzătoare А 

Raporturi de contradicţie: între propoziţiile SaP - SoP, SeP — SiP, SaP-SoP, 
SeP ~ SiP (si echivalentele lor). 

Raporturi de contrarietate: SaP — SeP, SaP— SeP, SaP — SeP, SaP — SeP. 

Raporturi de subcontrarietate: SiP — SoP, SiP— SoP, SiP — SoP, SiP—SoP. 

Raporturi de subalternare: SaP — SiP, SeP — SoP, SaP — SiP , SeP ~ SoP, SaP -SiP , 
SeP — SoP. 

Pentru fiecare propoziţie menționată în această enumerare se considera toate 
propozițiile echivalente cu ea (i.e. întreaga coloană din care face parte). 


Exerciţii 
1. De ce propoziţiile SiP nu admit contrapuse? 
2. Câte contrapuse admit propoziţiile SaP, SeP şi SoP? 


4 Din motive tipografice, acest octogon n-a putut fi redat aici. Cititorul poate gasi aceasta reprezentare in E.A. 
Hacker, The octogon of opposition, in Notre Dame Journal of Formal Logic, XVI, 3, 1975. 
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3. De ce propoziţiile particulare nu admit inverse? 

4. Derivati toate propoziţiile categorice adevărate ce decurg din următoarele 
propoziții: Numai S sunt P, Numai unii S sunt P, Numai unii S nu sunt P. 

5. Care sunt propoziţiile categorice al căror adevăr decurge din adevărul propoziției 
SaP ? 

6. Este dubla obversiune a unei propoziţii identică cu propoziția inițială? Dar dubla 
conversiune? (Argumentati). 

7. Este adevarala propozitia de mai jos? 

„Un termen logic este distribuit într-o propoziţie ddaca ? el este nedistribuit în 

contradictoria propozitiei respective”. 


1.3.2. Inferente mediate (silogismul) 

Dacă în cazul inferentelor imediate concluzia rezlutá nemijlocit dintr-o singură 
premisă, într-o inferentá mediată concluzia este formulată ре baza a două sau mai multe 
premise. Forma fundamentală a inferentelor deductive mediate o reprezintă silogismul %. 

Definiţie. Silogismul este inferenta deductivă mediată prin care din două propoziţii 
asumate ca premise se deduce o altă propoziție numită concluzie. 


Exemplu. 
Toate plantele au o structură celulară. MaP 
Teiul este o planta. SaM 
Teiul are o structură celulară. SaP 


În structura unui silogism intră, așadar, trei propoziții. Însă, nu oricare trei propoziții 
formează un silogism. Primele două propoziții, premisele silogismului, au un element comun, 
care le leagă: plantă. Acest element comun se numeşte termen mediu (M) si nu apare in 
concluzia silogismului. Ceilalţi doi termeni, predicatul primei premise şi subiectul celei de-a 
doua apar şi în concluzie, ca predicat (P), respectiv subiect (S) al concluziei. Aceşti termeni, 5 
şi P, se numesc termen minor (S) şi termen major (P). Corespunzător, premisa care contine 
subiectul concluziei se numeşte premisă minoră (a doua propoziţie din exemplul de mai sus) 
iar cea care conţine predicatul concluziei (prima premisă) se numeşte premisă majoră. 
Termenul minor şi cel major se numesc, laolaltă, termeni extremi. Aşadar, într-un silogism 
întâlnim trei termeni: 5, M si P, fiecare având strict două ocurente (apariții). 


Remarcă. Ordinea standard în care sunt redate silogismele în logică este: premisă 
majoră, premisă minoră, concluzie. Aceasta nu înseamnă Că în argumentarea curentă ea este 
obligatorie. La fel de bine puream schimba ordinea premiselor păstrând concluzia. Obtineam 
astfel un silogism echivalent, uneori mai „firesc” decât primul. 


1.3.2.1. Figuri şi moduri silogistice 

Dacă vrem să redám schematic silogismul de mai sus, adică să renuntám la formularea 
lui în limbajul natural şi să-i explicităm structura abstractă, atunci schema din dreapta 
reprezintă exact acest lucru. Însă această schemă silogistică nu acoperă nicidecum toate 
silogism pot să apară şi alte propoziţii decât cele universal afirmative; în al doilea rând, 
felurile în care termenii logici se ordonează pot fi altele decât cele din exemplul de mai sus. 


?5 Ahreviere pentru „dacă şi numai dacă”. 
% Corespunzător, silogistica este teoria silogismului. Aceasta reprezintă nucleul logicii tradiționale. 
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Exemplu. 


Nici un student n-a fost anchetat. MeP 
Toti studentii sunt promovati. MaS 
Unii dintre cei promovati n-au fost anchetati. SoP 


Dacă avem mai întâi în vedere ordinea termenilor logici într-un silogism, indiferent de 
tipul propoziţiilor care-l compun, atunci, schematic, putem pune în evidență următoarele 4 
structuri, numite figuri silogistice: 


M-P P-M M-P P-M 
S-M S-M M-S M-S 
S-P S-P S-P S-P 
(D її) (Ш) ту) 


Ín toate aceste cazuri concluzia este aceeaşi, S — P. Deosebirea rezidă in ordinea 
termenilor din premise, ordine care depinde de pozijia pe care termenul mediu o ocupá їп 
premise. O figură silogistică este deci o structură determinată de funcţia pe care termenul 
mediu o ocupă în premise. În cadrul fiecărei figuri silogistice deosebim moduri silogistice, 
deosebite între ele prin felul propozifiilor din care se compun (ie. cantitatea şi calitatea 
acestor propoziții). 

Tar dacă luăm în considerare şi acest aspect, adică tipul propozitiilor care pot fi 
premise şi concluzie în fiecare mod din cele 4 figuri silogistice, atunci vom constata că, 
teoretic, numărul silogismelor care pot fi construite este destul de mare. Respectiv, 4 (cele 4 
tipuri de propoziţii care pot fi o premisă) înmulțit cu 4 (cele 4 tipuri care pot fi cealaltă 
premisă) înmulțit cu 4 (propoziţiile posibile din concluzie) înmulțit cu 4 (cele patru figuri 
silogistice). Adică 4x4x4x4 = 256. Fireşte, nu toate aceste posibilități de construcţie a 
silogismelor generează silogisme valide, adică silogisme în care din adevărul premiselor 
rezultă în mod necesar adevărul concluziei. Logica este interesată înainte de toate de 
fundamentarea riguroasă a distinctiei dintre silogismele valide si cele nevalide, prin 
formularea unor criterii sau metode de testare şi, aferent, de inventarierea silogismelor valide. 


1.3.2.2. Metode de testare a validității silogismelor 

Pentru testarea validității silogismelor avem la îndemână mai multe metode. Ne vom 
opri, aici, la două dintre ele: una care se bazează pe formularea şi aplicarea regulilor generale 
ale validității silogismelor, iar cealaltă pe reducerea (directă sau indirectă) a silogismelor la 
silogisme din figura I, asumate ca valide. Să le considerăm pe rând. 


1. Metoda aplicării regulilor generale 

Să vedem mai întâi care sunt regulile generale ale validității silogismelor şi cum se 
justifică ele. 

1. Orice silogism valid confine strict trei termeni logici: S, M, P. 

În reprezentarea schematică acest lucru este evident, din moment ce o astfel de schemă 
contine doar cele trei simboluri. Ca silogisme (ie. formulate în limbajul natural) pot exista 
Situaţii în care această regulă este încălcată. Date fiind propoziţiile Creionul este negru, 
„Negru ” este un cuvânt, am putea conchide: Creionul este un cuvânt. Evident, concluzia nu 
poate fi acceptată şi deci silogismul este nevalid. Aceasta se datorează faptului că termenul 
mediu, negru, are, în cele două premise, sensuri diferite. În prima exprimă o proprietate a 
creionului, iar în a doua o entitate lingvistică, redată corect prin scrierea acestui cuvânt între 
ghilimele. Acest silogism nu conţine trei termeni, ci patru (neavând, de fapt, termen mediu). 
Si deci aici s-a încălcat principiul logic al identității. 
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2. Termenul mediu trebuie să fie distribuit în cel puţin una dintre premise. 
Să considerăm următoarea schemă silogistică: 

MiP 

SaM 


SiP 

Termenul mediu este nedistribuit în ambele premise (in cea majoră este subiect de 
particulară, în cea minoră este predicat de afirmativă). Vrem ca pe baza celor două premise să 
formulăm o concluzie. Este posibilă oricare din următoarele situații contradctorii: SiP, SeP. 

a) Concluzia SiP poate fi derivată din cele două premise, în următorul caz: M şi P se află în 
raport de intersecţie (premisa majoră) iar 5 este subordonat lui M (premisa minoră) si, 
simultan, S se află în raport de intersecție cu P. 

b) Concluzia SeP se poate obține astfel: considerăm, ca mai sus, cele două raporturi conţinute 
în premise, si, simultan,S se află în raport de opoziție cu P. 

Întrucât aceleaşi premise permit obținerea unor concluzii contradictorii, modul în 
cauză nu poate fi valid. Sursa nevaliditafii lui este nedistribuirea termenului mediu în cel putin 
una din premise (i.e. termenul mediu M nu corelează în nici un fel extensiunile termenilor 
extremi, 5 si P, lăsând deschisă posibilitatea ca între aceştia să existe mai multe raporturj?". 


3. Un termen logic extrem nu poate să apară distribuit în concluzie dacă n-a fost 
distribuit în premisa corespunzătoare. 
Să luăm acum următoarea schemă silogisticá: 
MaP 
MaS 


SaP 

După cum vedem, în concluzie S este distribuit, fără a fi distribuit in premisa minoră 
(fiind predicat de afirmativă). Şi în acest caz putem deriva, pe baza adevărului premiselor, 
două concluzii contradictorii: SaP şi SoP. 
a) Concluzia SaP rezultă din raporturile dintre termeni, conținute în premi se (respectiv, M este 
subordonat lui P şi lui S), plus S este subordonat lui P. 
b) Concluzia SoP rezultă, ca mai sus, din raporturile conținute in premise plus 5 si P se află in 
raport de intersectie. 

La fel, pentru a aráta nevaliditatea unui silogism in care P este distribuit in concluzie 
51 nedistribuit in premisa majorá (Exercitiu). 


4. Cel puțin una din premise trebuie să fie afirmativă (Echivalent: din două premise 
negative nu se poate deriva їп mod valid o concluzie). 

Dacă ambele premise sunt negative, cei trei termeni logici 5, M si P se află în raport de 
opoziție (n-au nici un element comun) si deci M nu corelează în nici un fel termenii S si P in 
premise. Şi astfel premisele nu pot constitui o rațiune suficientă pentru concluzie. 


5. Din premise afirmative rezultă o concluzie afirmativă. 

Premisele fiind afirmative, raportul dintre cei trei termeni logici continufi in premise 
este, intensional, unul de concordanţă. Respectiv, extensiunile lor sunt explicitate în forma 
elementelor comune acestor trei termeni. lar din faptul că 5 şi P au elemente comune cu M nu 
putem spune nimic cu privire la elementele lor deosebitoare, dar putem spune cu necesitate 
ceva cu privire la notele comune ale lui 5 si P. Si deci concluzia trebuie să fie afirmativă. Şi 


27 Cititorii pot „vizualiza” aceste raporturi, dacă recurg la o reprezentare prin diagrame Euler (exerciţiu). 
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astfel, in virtutea principiului noncontradictiei, o concluzie negativá nu se poate nicidecum 
obtine. 


6. Din premise calitativ diferite rezultă o concluzie negativă. 

Premisele fiind calitativ diferite (una afirmativă şi una negativă), fiecare conţine un 
raport diferit cu termenul mediu. Cea afirmativă exprimă faptul că termenul extrem pe care-l 
confine are o parte comună cu termenul mediu, iar cea negativă că termenul extrem pe care-l 
conține se află în raport de opoziție cu termenul mediu. Iar din faptul că raporturile termenilor 
extremi cu termenul mediu sunt diferite putem conchide doar asupra opoziției dintre S şi P 
(deoarece acel termen logic care apare în premisa negativă este separat în totalitatea 
extensiunii sale de întreaga extensiune comună celuilalt termen şi termenului mediu). Şi astfel 
putem doar conchide asupra opoziţiei dintre extremi, fapt redat prin concluzia negativă a 
silogismului. 


7. Cel puţin una dintre premise trebuie să fie universală (Echivalent: din două 
premise particulare nu se poate deriva în mod valid o concluzie). 

Să presupunem că ambele premise sunt particulare. Avem astfel următoarele trei 
posibilități: . 
a) Ambele premise sunt particular afirmative. In acest caz silogismul nu poate fi valid, 
deoarece termenul mediu nu este distribuit in cel putin una dintre premise (asa cum cere 
regula 2). 
b) Ambele premise sunt negative. Silogismul este nevalid, deoarece încalcă regula 4. 
c) О premisá este negativá, cealaltá afirmativa. Їп acest caz concluzia este negativa (pe baza 
regulii 6) si deci predicatul concluziei este un termen distribuit. Ca silogismul să fie valid, 
predicatul concluziei ar trebui să fie distribuit si în premisa majoră. Însă numărul total al 
termenilor distribuiţi in premise este 1 (i.e. predicatul propoziției negative). Si deci silogismul 
este nevalid, căci în premise ar trebui să avem doi termeni logici distribuiți (predicatul 
concluziei şi termenul mediu). 


8. Din premise cantitativ diferite rezultă o concluzie particulară. 

Dacă luăm în considerare şi calitatea preiniselor, atunci deosebim următoarele trei 
cazuri: 

a) Ambele premise sunt afirmative. Cum una din premise este universal afirmativá iar cealaltă 
particular afirmativă rezultă că în premise avem un singur termen logic distribuit: subiectul 
propoziției universal afirmative. În virtutea regulii 2, acesta trebuie să fie termenul mediu. În 
acest caz în concluzie S nu poate fi distribuit şi deci concluzia este o propoziţie particulară. 

b) Ambele propoziţii sunt negative. Nici o concluzie nu poate fi derivată în virtutea regulii 4. 
c) O premisă este afirmativă şi una negativă. Şi cum o premisă este universală iar una 
particulară (cf. enuntului regulii) rezultă că numărul total al termenilor distribuiti în premise 
este 2 (subiectul premisei universale şi predicatul premisei negative). Dintre aceşti doi termeni 
unul trebuie să fie predicatul concluziei (pentru că premisele fiind diferite calitativ, concluzia 
este negativă, în virtutea regulii 6, si deci P este distribuit). Aşadar, subiectul (S) nu poate să 
fie distribuit în concluzie (cf. regulii 3). 

Remarcă. În logică propoziţiile negative şi cele particulare sunt considerate „mai 
slabe” decât cele afirmative şi, respectiv, universale. Pentru acest motiv regulile 6 şi 8 pot fi 
sintetic exprimate astfel: concluzia urmează partea mai slabă. 

О dată formulate si justificate regulile generale ale validității silogismelor, 
inventarierea modurilor valide, proprii fiecărei figuri silogistice, se simplifică. Tot ceea ce 
trebuie să facem este să testăm, în fiecare caz în parte, dacă modul respectiv respectă sau nu 
toate cele 8 reguli. Dacă da, atunci este un mod valid. Pentru aceasta considerăm mai întâi 
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toate combinațiile posibile de propoziții categorice, care pot fi premisele unui mod, redándu- 
le simbolic (A, E, I, О) în ordinea standard (i.e. premisă majoră — premisă minoră). Obtinem 
astfel: 

AA AE AI AO 

EA EE EI EO 

IA IE II IO 

OA OE OI OO 

Їп fiecare dublet, primul simbol denotá premisa majora iar al doilea premisa minora. 

Acum, considerám pe ránd cele patru figuri silogistice. 


Modurile valide ale figurii I 


M-P 
S-M 
S-P 


Vom lua prima combinație de premise, AA, si vom construi un mod din figura I iar 
apoi verificám dacă respectă toate cele 8 reguli. Avem, aşadar, 
MaP 
SaM 


SaP 
Formularea concluziei, SaP, s-a făcut pe baza faptului că premisele sunt universal 
afirmative. Am presupus că şi concluzia este universal afirmativă? iar acum vom verifica 
dacă modul astfel obţinut este într-adevăr valid. Prima regulă este respectată (fapt evident în 
toate cazurile, dat fiind că operăm doar cu scheme silogistice). M este distribuit cel puțin o 
dată (i.e. în majoră). S este distribuit în concluzie, dar este distribuit şi în premisa minoră. Cel 
puțin o premisă este universală şi cel puţin una este afirmativă. Avem aşadar un mod valid din 
figura I: AA / A (i.e. din două premise universal afirmative s-a obținut o concluzie universal 
afirmativă). 
Trecem acum la următoarea combinaţie de premise: 
MaP 
SeM 


SeP 
Întrucât o premisă este negativă, concluzia formulată este negativă. Am presupus că 

este SeP. Verificând respectarea celor 8 reguli, constatăm că una din acestea nu este 
respectată: P apare distribuit în concluzie, dar este nedistribuit în premisa majoră. Şi deci 
modul este nevalid. În acest fel vom proceda în fiecare caz în parte. După excluderea 
nodurilor nevalide din figura [ rămân (ca valide!) următoarele patru (exerciţiu): 

AA | A: BARBARA 

EA / E: CELARENT 

AI/I DARI 

EI / O: FERIO 


АА /I: BARBARI 
EA / O: CELARONT 


2 Este o presupunere al cărei adevăr trebuie testat, Nu întotdeauna din propoziții universal afirmative se obține o 
concluzie universal afirmativă (comp. figura a III-a). 
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Cuvintele corespunzátoare fiecárui mod valid sunt denumirile mnemotehnice ale 
acestora 29 Fiecare cuvânt mnemotehnic contine trei vocale. Succesiunea acestora în cuvânt 
denotă succesiunea: premisă majoră — premisă minoră — concluzie. Primele patru moduri de 
mai sus sunt modurile valide principale ale figurii I. 

Însă, dacă un astfel de mod are concluzie universală, atunci va fi valid şi modul 
subaltern, a cărui concluzie este particulara (subalterna) concluziei modului principal. Aşadar, 
fiindcă AA / A este un mod valid, şi modul AA / 1 (BARBARI) este un mod valid. Similar, 
din validitatea lui CELARENT conchidem asupra validității lui CELARONT. 


Modurile valide ale figurii a II-a 


Procedăm similar figurii I, numai cá, de data aceasta, vom avea în vedere structura 
specifică figurii a II-a: 
P-M 
S—-M 


5-Р 

Dacá luám prima combinatie de premise, AA, vom ршеа construi modul 
PaM 
SaM 


SaP 
şi vom constata că este un mod nevalid, deoarece M nu este distribuit in cel putin una din 
premise. Testánd fiecare mod posibil al acestei figuri şi eliminând modurile nevalide, 
obținem, în final, următoarele moduri valide ale acestei figuri silogistice (exercițiu). 


EA /E: CESARE 

EI / O: FESTINO 

AE / E: CAMESTRES 
AO / O: BAROCO 


EA/ О: CESARO 
АЕ / О: CAMESTROP 


Modurile valide ale figurii a HI-a 
Procedánd similar, obținem umnătoarele moduri valide: 


AA/ I. DARAPTI 
IA / I: DISAMIS 
AI/ I: DATISI 

EA / O: FELAPTON 
ОА / O: BOCARDO 
EI / O: FERISON 


Modurile valide ale figurii a IV-a 
AA / I: BRAMANTIP 
AE / E: CAMENES 


? Date de Petrus Hispanus (1205-1277). 
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IA Л: DIMARIS 
EA / О: FESAPO 
EI / О: FRESISON 


AE / О: CAMENOP 


Asadar, din cele 256 de moduri teoretic posibile doar 24 de moduri sunt valide, cáte 6 
in fiecare figura. Din cele 24, 19 sunt moduri principale iar 5 subalterne. Fiind moduri valide, 
toate respectă regulile generale ale validității silogismelor. De altfel, aplicarea regulilor 
generale a constituit metoda prin care aceste moduri au fost explicitate. 

Însă, găsirea modurilor valide din fiecare figură silogistică o putem face şi altfel: prin 
aplicarea regulilor specifice figurii respective. Aceste reguli specifice nu se adaugă celor 8 
reguli generale, mai sus formulate, ci pot fi deduse şi demonstrate pe baza celor 8. 


Reguli specifice modurilor valide din figural 

Formularea acestor reguli o putem face, simplu, examinând ordinea în care se succed 
vocalele în cuvintele mnemotehnice. Pentru figura I aceste reguli sunt: 

RI. Premisa minoră este afirmativă. 

R2. Premisa majoră este universală. 

Demonstraţie a regulii RI (reductio ad absurdum) 

Presupunem că premisa minoră este negativă. Rezultă, prin regula generală 6, că în 
mod necesar concluzia este negativă. Şi deci predicatul concluziei (P) este un termen logic 
distribuit. În acord cu regula generală 3, ca modul să fie valid P trebuie să fie distribuit şi în 
premisa majoră, unde ocupă locul şi funcția predicatului logic. lar pentru a fi distribuit în 
majoră, majora trebuie să fie negativă. Însă din două premise negative, în acord cu regula 
generală 4, nu putem deriva în mod valid o concluzie. Aşadar, premisa minoră a unui mod 
valid din figura I nu poate fi negativă; echivalent, este o propoziţie afirmativă. 

Demonstraţie a regulii R2. 

Din faptul că premisa minoră este afirmativă rezultă că termenul mediu este 
nedistribuit în această premisă (deoarece M este predicat de afirmativă). Pentru ca modul să 
fie valid M trebuie neaparat să fie distribui! în premisa majoră (în acord cu regula generală 2). 
Aşadar, în premisa majoră M trebuie să fie subiectul unei propoziţii universale. 

Acum, dacă aplicăm aceste reguli specifice, obținerea modurilor valide este simplă. 
acestor propoziții cu toate celelalte 4 tipuri (pentru premisa minoră), adică AA, AE, AI, AO; 
EA, EE, EI, EO, eliminăm acele combinaţii care nu respectă R1, adică AE, AO, EE şi EO. 
Катап, agadar, 4: AA, AI, EA, EO, adicá premisele modurilor BARBARA, DARII, 
CELARENT si FERIO. Pe baza acestor premise formulăm concluziile si obținem mai întâi 
cele 4 moduri valide principale. Apoi adăugăm subalternele lor: BARBARI şi CELARONT. 


Reguli specifice modurilor valide din figura a II-a 

RI. Una din premise este negativă (echivalent: premisele sunt neomogene calitativ). 

R2. Premisa majoră este universală. 

Demonstraţie a regulii RI. 

Cum termenul mediu (M) este predicat în ambele premise, pentru a fi distribuit una din 
premise trebuie să fie negativă. 

Demonstraţie a regulii R2. 

O premisă fiind negativă, concluzia este negativă şi deci predicatul (P) este un termen 
logic distribuit. În acord cu regula generală 3, predicatul (P) trebuie să fie distribuit şi în 
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premisa majorá unde are locul si functia subiectului logic al premisei. Si deci premisa majora 
trebuie să fie universală. 

Aplicând aceste reguli putem afla cu uşurinţă care sunt modurile valide ale acestei 
figuri (exerciţiu). 


Reguli specifice modurilor valide din figura a III-a 

RI. Premisa minoră este afirmativă. 

R2. Concluzia este particulară. 

Demonstrația regulii RI. (Similară demonstraţie R1 de la figura I) (Exercitiu). 

Demonstratia regulii R2. 

Premisa minoră fiind afirmativă, termenul logic S, care este predicatul premisei 
minore, este nedistribuit şi deci nu poate să apară ca distribuit în concluzie (cf. regulii 
generale 3). 


Reguli specifice modurilor din figura a IV-a 

Aceste reguli au o formulare conditionalá, fiind restricţii relationate de următorul fel: 

RI. Dacă premisa majoră este afirmativă, atunci premisa minoră este universală. 

R2. Dacă premisa minoră este afirmativă, atunci concluzia este particulară. 

R3. Dacă o premisă este negativă, atunci premisa majoră este universală. 

Demonstrația regulii R 1. 

Dacă premisa majoră este afirmativă, atunci termenul mediu este nedistribuit (pentru 
că M este predicat de afirmativă). Şi deci M trebuie să fie distribuit în premisa minoră. 
Aşadar, premisa minoră trebuie să fie universală (pentru că M este subiect în această premisă, 
iar subiectul este distribuit doar în propoziţii universale). 

Demonstrația regulii R2 (Similară demonstraţiei КІ de la figura a III-a) (Exercitiu). 

Demonstrația regulii R3 

Dacă o premisă este negativă, atunci concluzia va fi negativă şi deci P este un termen 
logic distribuit în concluzie. E] trebuie să fie distribuit şi în premisa majoră (în acord cu regula 
generală 3), unde ocupă locul şi funcţia subiectului logic. Aşadar, premisa majoră trebuie să 
fie universală. 


II. Metoda reducerii 

Dacă în inventarierea modurilor valide în paragraful precedent am apelat la regulile 
generale ale validității silogismelor, de data aceasta vom avea in vedere relațiile dintre 
modurile diferitelor figuri silogistice. Aga cum am constatat în paragraful dedicat inferen{elor 
imediate, prin conversiunea unei propoziții SeP vom obține o propoziţie PeS, echivalentă 
primeia. Iar dacă un mod care contine în concluzie propoziția SeP este unul valid, atunci va fi 
valid şi modul care se obține din primul înlocuind SeP cu PeS. La fel putem spune şi despre 
premise. Aceste corelaţii care se pot stabili între moduri îngăduie justificarea validității unor 
moduri asumând ca valide alte moduri. Aristotel a presupus ca valide modurile figurii I, pe 
care le-a numit „moduri perfecte"? date fiind urmátoarele particularități: au concluzii de 
toate cele patru tipuri (A, E, I, O), termenii extremi (S, P) au în concluzie aceleaşi funcții pe 
care le au în premise, structura figurii I redă, în esență, structura unei demonstrații. 

Demonstrarea validității unor moduri prin reducerea lor la alte moduri considerate 
valide se poate face fie ca reducere directă, fie ca reducere indirectă. Să le considerăm pe 
rând. 


* Aristotel, Analitica primă, I, 1, 24 b. 
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II. A. Metoda reducerii directe 

Reducerea directă asumă ca valide cele şase moduri din figura I (BARBARA, 
CELARENT, DARII, FERIO, BARBARI și CELARONT). Demonstrarea validității unui 
mod presupus nevalid (fig. II-IV) înseamnă: 

a) din premisele modului „nevalid” deducem premisele unui mod valid din fig. I. 

b) concluziile celor două moduri sunt identice sau concluzia modului „nevalid” este 
deductibilă din concluzia celui valid. 


Exemplu. 
Să demonstrăm validitatea modului „nevalid” FELAPTON (fig. a III-a) 
MeP MeP 
Mas —©— SiM 
SoP SoP 
FELAPTON FERIO 


Reducerea lui FELAPTON o facem la FERIO (fig. I), deoarece premisele majore ale 
celor douá moduri coincid, iar din premisa minorá a lui FELAPTON, prin conversiune prin 
accident, obținem premisa minoră a modului FERIO. Cum concluziile celor două moduri 
coincid, în acord cu exigenţele a) şi b) ale reducerii directe, rezultă că modul FELAPTON este 
un mod valid. 

Alteori, pentru a face reducerea directă sunt necesare mai multe operații. Să 
demonstrăm acum validitatea modului CAMESTRES (fig. a II-a). 

PaM PaM E MeS 


SeM с Ме Рам 


SeP SeP PeS 

Observăm, mai Întâi, cá pentru a obține structura figurii 1 trebuie să convertim 
(simplu) premisa minoră, apoi schimbăm reciproc locul premiselor: premisa majoră devine 
premisă minoră (şi deci conține subiectul concluziei) iar premisa minoră devine premisă 
majoră (şi deci conține predicatul concluziei). Modul astfel obţinut este modul valid 
CELARENT, din figura 1. În fine, în acord cu b) de mai sus, din concluzia modului 
CELARENT, SeP, obținem, prin conversiune (simplă) concluzia modului CAMESTRES. 

În esență, reducerea directă este o argumentare de următorul gen. Modul a cărui 
validitate trebuie demonstrată este un mod cu premise adevărate şi trebuie arătat că concluzia 
sa rezultă în mod necesar din premise. Pentru aceasta, din premisele acestui mod (considerate 
adevărate) se obțin, prin inferente imediate valide, premisele unui mod valid din figura I (şi 
care vor fi de asemenea adevărate). Cum modul din figura I este asumat ca valid, deducem, în 
acord cu conceptul validității, cá din premisele lui adevărate obținem o concluzie in mod 
necesar adevărată. Din această concluzie a modului valid din figura I prin inferente imediate 
vom obține concluzia modului presupus nevalid (în cazul în care cele două concluzii nu sunt 
identice). Şi deci şi concluzia modului „de demonstrat” este în mod necesar adevărată. 

Felul in care, dat fiind un mod din figurile П ~ IV, construim un mod valid din figura I 
este sugerat de unele consoane din cuvintele mnemotehnice, astfel: 

a) Consoana iniţială din denumirea unui mod din fig II — IV, a cărui validitate trebuie 
demonstrată, coincide cu consoana inițială a modului respectiv din figura I la care facem 
reducerea. Exemple: pe CAMESTRES l-am redus la CELARENT, pe FELAPTON la FERIO, 
pe DARAPTI îl vom reduce la DARII etc. 

b) S din denumirea unui mod din fig. II ~ IV indică о conversiune simplă a premisei 
denotate de vocala imediat precedentă. În demonstrarea validității lui CAMESTRES am făcut 
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o conversiune simplă a premisei minore. În demonstrarea validității lui CESARE vom face о 
conversiune simplă a premisei majore etc. 

c) P din denumirea unui mod din fig. II — IV indică o conversiune prin accident (per 
accidens) a propoziției denotate de vocala imediat precedentă. În DARAPTI (fig allI-a) vom 
înlocui premisa minoră MaS cu SiM, obținută prin conversiune prin accident din MaS. În 
FESAPO (fig. a IV-a) la fel. 

d) M ne indicá o perMutare a premiselor (mutatio praemissarum) (CAMESTRES, 
CAMENES, DISAMIS, BRAMANTIP, DIMARIS). 

Această cale de demonstrare a validității unui mod poate fi însă integral transpusă 
simbolic. Pentru a prezenta simbolic reducerea lui FELAPTON (fig. a III-a) la FERIO (fig. I), 
din exemplul nostru de mai sus, procedăm în felul următor. Redăm mai întâi implicativ modul 
FERIO: (MeP^SiM)- SoP. Apoi, în locul propozitiilor MeP, SiM, SoP vom pune 
variabilele propozitionale)! р, q şi r. Conversiunea premisei minore Mas, a lui FELAPTON, 
în SiM o vom reda în forma implicafiei sq. lar modul FELAPTON (implicativ: 
(MeP ^ MaS)> SoP) îl vom reda corespunzátor, prin ( рл) > ғ. Reducerea directă a lui 
FELAPTON la FERIO înseamnă: „Dacă FERIO este un mod valid, (atunci daca implica[ia 
Mas > SiM este adevărată), atunci FELAPTON este un mod valid”. Redată în simbolismul 
logicii propozitionale această idee este: [( pA q) > r] 2 {(s 2 а) 2 ( pAs)> rl}. Aceasta este o 
formulă validă”? a logicii propozitiilor. Însă (p лд) > r este adevărată (deoarece exprimă, prin 
asumptie, validitatea modului FERIO) şi deci, prin modus ponens, vom obține: 
(s> а) >[( p^s)2 г]. Acum, cum 524 este adevărată (pentru că exprimă conversiunea 
MaS—“> SiM), printr-o nouă aplicarea a regulii modus ponens, obținem (pAs)>r; 
formulă care exprimă validitatea modului FELAPTON. 

La fel putem proceda cu orice altă reducere directă a vreunui mod din figurile II – IV 
la un mod din figura I. Reducerea lui DARAPTI (fig. a III-a) la DARII (fig. D), de exemplu, o 
vom reda prin aceasi formula, iar cea a lui BRAMANTIP (fig. a IV-a) la BARBARA (fig. I) 
prin: [(p^a)2 э {r> s) 2 (p ^ 4) 5 з}, în acest din urmă caz redând modul BARBARA 
prin (MaS ^ PaM ) 2 PaS (exercițiu). 


II. B. Metoda reducerii indirecte (reductio ad absurdum) 

A demonstra prin reducere la absurd validitatea unui mod silogistic înseamnă: a 
presupune că modul respectiv este nevalid, iar dacă din această presupunere rezultă o 
contradicție (sau o contrarietate), atunci presupunerea ca atare trebuie respinsă, aceasta 
echivalând cu o demonstraţie de validitate a modului respectiv. 

Demonstrația prin reducere la absurd este reclamată de faptul că anumite moduri nu 
pot fi reduse direct la un mod valid de figura І BOCARDO (fig. a III-a), de exemplu, nu 
poate fi reconstruit în forma unui mod din figura I, pentru că premisa minoră, Mas, prin 
conversiune (pentru ca M să fie predicat în minoră) devine SiM, care împreună cu MoP nu 
poate fonna un mod valid (fiind două premise particulare). Nici dacă schimbăm locul 
premiselor lui BOCARDO nu putem construi un mod din fig. I, deoarece, în acest caz, 
premisa (acum) minoră MoP ar trebui convertită, iar aceste propoziții nu se convertesc. 

Şi în cazul reducerii la absurd sunt presupuse ca valide toate cele şase moduri ale 
figurii |. Să demonstrăm acum, de exemplu, validitatea modului BOCARDO: 


?! Înaintea parcurgerii expunerii care urmează cititorul este invitat să parcurgă paragrafele 2.1.1, 2.1.2 $i 2.1.4. 
* Pentru verificarea validității ei cititorul poate apela la oricare din procedeele descrise în paragraful 2.1.4. Prin 
operativitatea sa, se recomandă Reductio test. 
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MoP 
Mas 


SoP 
Presupunem cá modul BOCARDO este nevalid. Aceasta inseamná cá premisele 
acestui mod sunt adevărate iar concluzia falsă. Însă din falsitatea propoziției SoP conchidem 
asupra adevărului contradictoriei sale, SaP. Cu propoziţia SaP şi cu una din premisele 
modului BOCARDO construim un mod din fig. I. Este uşor de văzut că împreună cu premisa 
minoră obținem modul 
SaP 
Mas 


MaP, 
Adică BARBARA din fig. I, unde 5 este acum termen mediu. Cum SaP este adevărată (fiind 
contradictoria unei propozitii false), MaS este adeváratá (prin presupozitie) iar modul 
BARBARA este valid (prin presupozitie) deducem cá propozitia din concluzie, MaP, este, de 
asemenea, adevărată. Însă propoziţiile MaP (concluzia modului BARBARA de mai sus) si 
МОР (premisa majoră a modului BAROCO) nu pot fi simultan adevărate, deoarece sunt în 
raport de contradicție. Cum MoP este adevărată prin presupozitie, rezultă cá MaP este falsă. 
De aici deducem cá modul (valid! BARBARA are concluzie falsá, ceea ce inseamná cá cel 
putin una din premise este falsă. Cum MaS este adevărată (prin presupozitie) rezultă că falsă 
este premisa majoră a acestui mod, SaP. Însă din falsitatea lui SaP conchidem asupra 
adevărului contradictoriei ei, SoP, adică tocmai asupra adevărului concluziei modului a cărui 
validitate trebuie demonstrată (BOCARDO). Așadar, dacă premisele modului BOCARDO 
sunt adevărate, atunci si concluzia lui este în mod necesar adevărată. Si deci modul este valid. 


Remarci. 

1. În mod similar demonstrăm validitatea modului BAROCO (fig. a II-a). Consoana 
„C” din cuvintele BOCARDO şi BAROCO indică faptul că în cursul demonstraţiei prin 
reducere la absurd contradictoria concluziei ia locul premisei denotate de vocala imediat 
precedentă. 

2. Prin reducere la absurd se poate demonstra validitatea oricărui mod (valid!) din 
figurile II — IV, nu doar a celor două moduri mai sus menționate. Însă, unele demonstrații prin 
reducere la absurd se bazează nu pe raportul de contradicție, ci pe cel de contrarietate, dinwe 
propoziţii, fără ca prin aceasta demonstraţia să fie alterată. De exemplu, în demonstrarea 
validității lui FELAPTON, propoziția SaP (contradictoria concluziei, SoP) formează 
împreună cu premisa minoră a modului FELAPTON (MaS) modul BARBARA (cu concluzia 
MaP). Însă MaP şi MeP (premisa majoră a lui FELAPTON) se află în raport de contrarietate 
(detaliati demonstrația). 


Asa cum în demonstraţia prin reducere directă întreaga demonstrație a putut fi redată 
cu simbolismul logicii formale a propozitiilor, tot astfel reducerea indirectă poate fi exprimată 
prin formule valide ale logicii propoziţiilor. În demonstrația de mai sus, de exemplu, 
validitatea lui BOCARDO a fost demonstrată asumând validitatea modului nou construit, 
BARBARA. În expresia lui implicativă, am obținut (SaPAMaS)2> Мар. Dacă redăm 
această formulă cu ajutorul variabilelor propozitionale p, q și r, obținem (рла) > г. Însă, în 
logica propozitiilor această formulă este echivalentă cu  (2r^4)2-—p, adică 
(Мар A MaS)> —SaP, adică (MoPAMaS)> SoP (expresia implicativă a modului 
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BOCARDO). Aşadar, dată fiind validitatea modului BARBARA, validitatea modului 
BOCARDO poate fi justificată pe baza următoarei echivalente a logicii propozitiilor: 


[(рла)> r] 2l ^a)2 р], 


expresie care redá simbolic structura demonstrației prin reducere la absurd. 


Remarcă. Pentru demonstrarea validității lui BAROCO vom folosi o echivalență 


similară: [(pAq)> r]s (p ^-r)2 ^4]. Echivalentele care intervin in acest tip de 
demonstrații sunt, aşadar: 


[p ла)э г]=[(рл-=)э-а]=[(=г ^ a4)2 ^] 
Exerciţii 


Este adevărată următoarea propoziție? 

Numărul termenilor distribuiți în premise este strict mai mare decât numărul 
termenilor distribuiţi în concluzie. 

(Argumentati). 

Să se demonstreze că doar un mod valid din figura I admite o concluzie SaP. 

Să se demonstreze că dacă concluzia unui mod valid este o propoziţie universală, 
termenul mediu (M) nu poate fi distribuit în premise decât o dată. 

Ce notă distinctivă are un silogism valid în care doar M este distribuit? 

Să se demonstreze că modul EI / O este valid în orice figură. 

Să se demonstreze că modul IE / O nu este valid în nici o figură. 

Ce putem spune despre premisa majoră a unui mod valid în care premisa minoră este 
negativă? (Argument) 

De ce într-un mod valid din figurile I si IV, propozițiile particular negative nu pot fi 
premise? 

Care este modul valid care are următoarea determinatie: P este distribuit în premisă si 
nedistribuit in concluzie? 


. Ce putem spune despre premisa minorá a unui silogism valid in care P ocupá locul si 


funcţia predicatului logic în premisa majoră? 


.Fie două silogisme valide aflate în aceeaşi figură, care au o premisă comună iar 


celelalte premise sunt în raport de contradicție. Ce fel de propoziție este premisa 
comună? (Argumentati). 


„Să se demonstreze că dacă două silogisme au o premisă comună iar celelalte premise 


sunt în raport de contradicţie, atunci concluziile lor sunt propoziții particulare. 


. Determinati toate modurile valide care satisfac următoarea condiție: conțin numai doi 


termeni distribuiți fiecare de două ori. 


.Determinati modurile valide care satisfac următoarea condiție: sunt moduri ale 


aceleiaşi figuri iar premisele lor majore sunt subcontrare. 


. Determinati modul valid care corespunde următoarei descrieri: premisa majoră este 


afirmativă, P este distribuit în concluzie, $ este nedistribuit în premisa minoră. 


„De ce nu este valid un mod în care premisele admit conversiuni simple iar premisa 


majoră este afirmativă? 


. Sá se demonstreze prin reducere directă validitatea următoarelor moduri: CESARE 


(D, FESTINO (ID, DARAPTI (III), FERISON (Ш), FESAPO (IV), DIMARIS (IV). 


. Detreminati acele formule valide ale logicii propozitiilor care exprima reducerea 


directă a modurilor din exercițiul 17. 


. Să se demonstreze prin reducere indirectă (reductio ad absurdum) validitatea 


modurilor din figurile III şi IV. 
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20. Să se arate, pe baza echivalen(elor £,, că modurile DARII si FERIO (fig. I) pot fi 


reduse indirect la modurile CAMESTRES, respectiv CESARE (fig. a II-a). 
21. Să se arate că modurile CAMESTRES şi CESARE pot fi reduse direct la modul 
CELARENT (fig. I). 


Indicafie. (20 şi 21). (Мар ASiM )> SiP (DARII) îl redám prin (paq)>r. De unde, pe 
baza echivalentei [(p^4)2 r]=[(p ^—)2 —«] obținem CAMESTRES, din care obținem 


apoi, direct, CELARENT. Prin substitutii adecvate de termeni obținem modul in forma lui 
standard. 


1.3.2.3. Moduri silogistice indirecte 

Un mod silogistic se numeşte indirect dacă ordinea termenilor in concluzie este 
inversatá. În unele cazuri, anumite combinații de premise pot figura doar in moduri indirecte. 
Dacă, de exemplu, premisa minoră a unui mod silogistic din figura 1 este universal negativă, 
atunci, indirect, nu putem construi un mod valid. De altfel, acest lucru este respins chiar de 
una din regulile specifice acestei figuri: premisa minoră trebuie să fie afirmativă. Dar dacă 
vom schimba reciproc ordinea termenilor din concluzie, atunci construcția unui mod valid 
este posibilă. Din premisele MaP şi SeM putem obţine concluzia PoS. Aşadar, vom obține 
modul (MaP ^ SeM )> PoS, mod valid al fig. I. Tot în fig I premisa majoră poate fi MiP (de 
ce?) şi astfel obținem modul valid (MiP ^SeM )2 PoS. Avem așadar următoarele două 


moduri valide indirecte ale fig. I: 


MaP MiP 
SeM (FAPESMO) SeM (FRISESOMORUM) 
PoS PoS 


Similar putem obține şi alte moduri indirecte valide în figura I, prin conversiunea 
concluziei unui mod direct: 


Din MaP MaP 
SaM (BARBARA)  obtinem SaM (BARALIPTON) 
SaP PiS 

Din MeP MeP 
SaM (CELARENT) obținem SaM (CELANTES) 
SeP PeS 

Din MaP MaP 
SiM (DARII) obtinem SiM (DABITIS) 
SiP PiS 


Remarcă. Există o deosebire între ultimele wei moduri indirecte şi primele două. 
BARALIPTON,CELANTES si DABITIS sunt valide şi ca moduri directe. In schimb, 
FAPESMO şi FRISESOMORUM nu. 
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Similar putem obține modurile valide indirecte ale figurii a II-a. Si aici avem un mod 
indirect care nu este valid ca mod direct: FIRESMO (de ce?). Corespunzator, in figura a Ш-а, 
cele douá moduri indirecte, nevalide ca moduri directe, sunt FAPEMO si FRIS EMO.” 

Remarcă. Modurile indirecte ale fig. I pot fi transformate în moduri valide directe ale 
fig. a IV-a (corespondență indicată de prima consoană din cuvântul mnemotehnic: 
BARALIPTON devine BRAMANTIP etc). (Exercitiu). 


1.3.2.4. Silogistica cu termeni negativi 

Asa cum am vázut in cazul inferenfelor imediate, prin aplicarea repetatá a conversiunii 
şi obversiunii putem obține si propoziții care contin termeni negafi. Si astfel, dacă propoziția 
inițială era adevărată, atunci şi propozițiile derivate sunt adevărate. Si in cazul inferentelor 
mediate întâlnim cazuri similare. Să dăm câteva exemple. 


a) MaP MeP b) MaP PaM c) MaP M aP 
SaM SaM SaM SaM SaM SaM 
SaP SeP SaP SaP SaP SaP 


Cum modul BARBARA este un mod valid al figurii I, si modul obtinut din el prin 
obvertirea premisei majore si a concluziei este tot un mod valid (cazul a). Cáci даса nici un M 
nu este поп P si toti 5 sunt M, atunci nici un S nu este non P. În cazul b) premisa majoră a 
modului BARBARA a fost înlocuită cu contrapusa ei totală (echivalentă), obținând astfel tot 
un mod valid. Însă, din modul valid BARBARA, prin substituirea termenului mediu cu 


negatul sáu, M , putem obține, de asemenea, un mod valid (cazul c). 

Substituirea termenilor logici în silogistică nu se restrânge însă la substituirea unui 
termen arbitrar cu negatul său (sau invers), ci un termen logic se poate substitui cu un alt 
termen logic. Să luăm două exemple. Fie modul valid FELAPTON (fig. a III-a). 


d) MeP PeM (М/Р) e) PeM (М/Р) 
MaS Pas (P/M) Pas (P/M) 
SoP SoM SoM 


Ín cazul d) din FELAPTON am obținut un alt mod, tot din figura a III-a, prin 
substituirea lui M cu P (M/P) gia lui P cu M (P/M). Similar, in e) am fácut urmátoarele 


substitutii: M/ P si P/ M, obtinánd, de asemenea, un mod valid. Їп felul acesta, prin substitutii 
corecte, din moduri valide obținem alte moduri valide. 


Remarcá 1. Substitutia trebuie să fie corectă, în următorul sens: 

a) Dacă substituim un termen logic cu un alt termen logic (negat sau nenegat), atunci 
substitutia trebuie să o facem în toate ocurentele (aparițiile) termenului respectiv. Cum în 
orice mod silogistic valid fiecare termen are două ocurente distincte, tot de două ori îl vom 
substitui cu noul termen ales. 

b) Dacă într-un mod silogistic termenul pe care vrem să-l substituim apare o dată negat 
Şi o dată nenegat, atunci în substituție vom tine seamă de „jocul” negatiilor logice. 


* Chiar Aristotel menționează existența modurilor indirecte valide în situaţiile în care ca moduri directe nu sunt 
valide (An. Pr., I, 7 29a), deşi le menţionează doar pe cele din fig. I. Celelalte moduri (FIRESMO, FAPEMO, 
FRISEMO) sunt specificate mult mai târziu, de către Iulius Pacius (1550-1635). 
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Exemplu: 


PaM MaP ( P /M) 
SoP SoM (M/P) 
SoM SoP 


Din primul mod l-am obtinut pe al doilea prin substitutiile indicate in dreapta. Cum in 
modul inițial termenul P apare o dată negat si o dată nenegat, prin substituirea lui P а М, în 
premisa minora in loc de P vom pune M . Similar, cum in loc de M punem P (a doua 
substituție) în concluzie, rezultă cá în premisa majoră în loc de M vom pune P. 

C) Orice termen logic se poate substitui cu orice termen logic, operatie care poate fi 
executatá simultan pentru toti cei trei termeni logici, cu conditia cá modul care rezultá sá aibe 


tot trei termeni logici (Nu putem substitui într-un mod pe S cu P si atât. În acest caz modul ar 
avea doar doi termeni logici). 


Remarcá 2. Termenii logici, prin definiție, denotă clase de obiecte. Întrucât în cele ce 
urmează operám cu termeni logici şi negatiile lor, pentru ca toate derivările de moduri valide 
să fie logic corecte va trebui să introducem următoarea asumptie: atât clasele de obiecte 


desemnate de S, M, P cât şi complementarele lor, 5, M,P trebuie să fie nevide.” 


Echivalent: o dată specificat universul de discurs, excludem posibilitatea ca un termen logic 
să denote clasa universală (i.e. întreg universul de discurs) sau clasa vidă. 

Ре baza operației substitutiei termenilor logici si având in vedere asumpfia menționată, 
să vedem acum câteva cazuri de moduri silogistice valide care contin termeni negați. 


Să presupunem în cele ce urmează că modurile analizate sunt redate în formă 
implicati và. 


Figura I 


1.(MaP ^ SaM )> SaP ; BARBARA 

2. (MeP ^ SaM ) > SeP ; CELARENT 

Acest mod se obține din BARBARA prin substitutia P/P: (MaP ASaM )> SaP. 
echivalent (MeP ^ SaM ) > SeP (prin obvertirea premisei majore si a concluziei gi eliminarea 
dublei negatii, pe baza: complementara complementariei unei clase este clasa însăşi). 

3. (Мар A SiM )> SiP ; DARII 


Modul DARII se poate obține tot din BARBARA, prin utilizarea echivalentelor 
menționate la reducerea indirectă si prin substitutii adecvate de termeni logici. Fie următoarea 
echivalență a £,: [(р Aq)> rj = [( р A-w)> Aq]. Sá presupunem acum cá echivalentul stang, 


(p^q)2r, reprezinta modul BARBARA. Corespunzator, vom avea 
[(MaP ^ SaM )> SaP] =[(МаР A—SaP) >-SaM |. Membrul drept al echivalentei este 
echivalent, mai departe, cu (MaP ^ SoP) > SoM . Însă premisa majoră a acestui mod, MaP, 
este echivalentă cu contrapusa ei totală PaM . Înlocuind-o în modul asifel obținut avem: 
(PaM A SoP)> SoM . Prin substituțiile P/M și MIP obținem (мар asom) > SoP, 
echivalent (MaP A SiM |> SiP, echivalent (MaP ^ SiM) > SiP . 


34 Cazurile де viditate a unor termeni şi problema validității vor fi tratate în paragraful următor. 
P Expunerea de față procedează deductiv, în sensul derivării tuturor modurilor (cu termeni negafi sau nu) din 
modul valid BARBARA. 
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4. (MeP A SiM )> SoP ; FERIO 

FERIO se obține din DARII prin substitutia Р/Р. 

5. (Мар ^ SaM )> SiP, BARBARI 

6. (МеР A SaM )> SoP ; CELARONT 

Aceste douà moduri sunt subaltemele modurilor BARBARA si CELARENT. 

7. (MaP ^ SaM )> SiP (51Р); BARBARIJ 

Acest mod poate fi derivat din modul BARBARA în felul următor: din concluzia SaP 
a modului BARBARA obtinem, prin derivári succesive, inversa SiP. Şi deci, cum SaP este 
adevărată, rezultă cà si SiP este adevărată. Am obținut astfel un mod valid din figura I în care 
în concluzie ambii termeni sunt negati, respectiv modul BARBARI. 

Remarcă. Denumirile acestor moduri aparțin lui A. Menne.” Întrucât ele sunt legate 
de notația autorului, în cele ce urmează vom prelua această notație. Respectiv, de ori câte ori 
operatorii intrapropozifionali a, e, i şi o apar cu treme (ie. 4, é, i, б) vom avea în vedere 
propoziţiile corespunzătoare: A, E, I, O în care ambii termeni sunt negati. 

8. (MeP ^ SaM )> S óP ; CELARONT 

Acest mod este derivat din CELARENT. Căci SeP, concluzia lui CELARENT, fiind 
adevărată rezultă că si SoP (ie. 50Р) este adevărată, deoarece se poate obține, prin derivări 
succesive, din SeP. 

9. (Мар ^SeM ) > S5P; GARDERONT 

Demonstrarea validității acestui mod о facem ре baza validității modului 
CELARONT și a următoarei echivalente а £,: (рла)> г]= [(—rAq)> -p]. unde membrul 
stâng al echivalentei formalizeazi modul  CELARONT. Avem, aşadar, 
[(МеР ^SaM )> $ oP] =[((-SoP л $аМ ) э -MeP]. lar membrul drept este echivalent cu 
(SaP ^SaM )2 MiP. Însă premisa minoră, SaM, este echivalentă cu contrapusa ei totală 
MaS. Si deci avem (SaP ^ Ma5)> MiP , echivalent ($аР ^MeS E МОР. De unde, prin 
substitutiile S/M si M /S obținem (MaP ^ SeM )> SoP , adică (Мар A SeM )> SàP. 

10. (MeP A SeM ) > SiP; HELENU 


Acest mod poate fi obținut din GARDERÓNT prin substitutia P/ P. 

11. (MiP A SeM)>S6P; LIBERO 

Modul LIBERO se obține din FERIO astfel: convertim ambele premise, le schimbăm 
reciproc locul, inlocuim concluzia SoP a lui FERIO cu contrapusa ei totalá Pos Şi execulăm 
substitutiile: S/P, P/S. 

12. (MoP ^ SeM ) > SiP, NOVERIJ 


Acest mod se obține din modul precedent, LIBERÓ, prin substitutia P/ P . 

Constatăm aşadar că dacă avem in vedere şi moduri silogistice în care apar termeni 
negafi, atunci numărul acestora creşte. Mai exact, am constatat că numai în figura I, la cele 6 
moduri valide cu termeni pozitivi, se mai adaugă încă 6 moduri valide, în care concluziile au 
termeni negati. În total, aşadar, am obținut deja, doar în figura I, 12 moduri valide. Apoi, 
validitatea unui mod se conservă dacă în locul propozitiilor care-l compun vom pune inversele 


% A se remarca deosebirea dintre o propoziție cu termeni negafi şi negația unei propoziţii. Si P , de exemplu, 

este o particular afirmativă cu termeni negati, pe când negația unei propoziţii particulare afirmative este o 
ropoziție universa] negativă. 

7 Albert Menne, Logik und Existenz, Meisenheim, 1954; comp. şi A. Menne, Einführung in die Logik, 5. Aufl, 

Francke Verlag, Tübingen u. Basel, 1993. 
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lor. Procedánd astfel obținem încă 12 moduri valide **; în total 24. La acestea se mai adaugă 
12 moduri valide în care o premisă este inversa premisei initiale şi încă 12 moduri valide in 
care cealaltă premisă este inversa premisei initiale. Aşadar, numărul total al modurilor valide 
din figura I este 48. Toate aceste moduri pot fi derivate, aşa cum am procedat mai sus, din 
următoarele 8 BARBARA, CELARENT, DARII, FERIO, GARDERONT, HELENU, 
LIBERO, NOVERU. 

Cu toate са numárul modurilor valide este destul de mare, anumite combinatii de 
premise nu dau moduri valide: ao, eo, ia, oa " si inversele lor. 


Figura a II-a 


În silogistica cu termeni pozitivi, în figura a II-a, am găsit 6 moduri valide: CESARE, 
FESTINO, CAMESTRES, BAROCO, CESARO şi CAMESTROP. Aşa cum am arătat în 
paragraful precedent, validitatea acestor moduri poate fi demonstrată prin reducerea directă 
sau indirectă la un mod valid din figura I. Să vedem acum celelalte 6 moduri valide, care au 
concluzia cu termeni negati, si cum pot fi ele deduse. 

1. (PeM A SaM ) > SéP; CESARÓ 

Validitatea acestui mod rezultá din validitatea modului CESARE, deoarece concluzia 
SeP admite inversa SoP (exercițiu). 

2. (PaM A SeM ) 2 SóP; CAMESTROP (similar) 

3. (PeM A SeM )2 51Р; HESELU 

Acest mod se obfine din HELENIJ (fig I) prin conversiunea premisei majore. 

4. (PiM A SeM )> SGP; LISTERÓ 

Se obtine din LIBERÓ (fig. I) prin conversiunea premisei majore. 

5. (PaM ^ SaM ) S StP; GASANUN 

Demonstrarea validității acestui mod o putem face reducându-l la un mod valid din 
fig. I. Mai exact, GASANIJN se reduce la HELENIJ în felul următor: obvertim premisele, 


convertim premisa majoră şi substituim M IM. 
6. (PoM ^ SaM )> SóP; MOSALON 
Acest mod poate fi redus la LIBERO (fig. 1), astfel: prin contrapozitie premisa m maj orá, 


PoM, devine M iP, iar SaM, prin obversiune, devine SeM . Aplicám apoi substitutia M IM. 
Similar figurii I, numărul total al modurilor valide din figura a II-a este 48. 


Figura a III-a 


În silogistica cu termeni pozitivi, in figura a III-a, am descoperit 6 moduri valide: 
DARAPTI, DISAMIS, DATISI, FELAPTON, BOCARDO, FERISON. Acestor moduri li se 
adaugá altele б, in care concluzia are termenii negati. 

1. (MaP ^ MeS) > S6P; GALESTÓ 

2. (MeP ^ MeS) S 81Р; HELESTIJ 

3. (MiP ^ MeS) 2 S&P, LIRESÓ 

4. (MoP ^ MeS)5 SiP, NOVESTU 

5. (MaP A MoS) > SóP; DALOSNÓ 

6. (MeP A MoS) > SiP, DENOSU 


38 BARBARA, CELARENT etc. 
% DAvOn jEdOch nlemAls fOlgt wAs. 
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Justificarea validității lor o putem face, ca mai sus, deducánd aceste moduri din 
moduri anterior demonstrate sau reducându-le la moduri anterior demonstrate (exerciţiu). 
Şi în acestă figură silogistică vom avea, în total, 48 de moduri. 


Figura a IV-a 


Cele 6 moduri valide din silogistica cu termeni pozitivi erau: BRAMANTIP, 
CAMENES, DIMARIS, FESAPO, FRESISON si CAMENOP. Acestora li se adaugă 
următoarele 6 moduri valide, în care concluzia are termenii negafi. 

1. (PaM A MaS) > SiP; BRAMANTIJP 

2. (PaM ^ Ме5) > SP; CAMENÓP 

3. (PaM ^ MaS)2SáP; BAMALAS 

4. (PeM A MeS) > 51Р; HESESU 

5. (РІМ A MeS)> SóP; LISTESÓ 

6. (PeM A MoS)> 51Р; DESTOSNUA 


Similar celorlalte figuri, in figura a IV-a vom gási 48 de moduri silogistice valide. 
(Verificarea validității lor: exercițiu). 
În total, în cele 4 figuri silogistice vom avea așadar 4x48 =192 moduri valide. 


Remarcá 1. După cum s-a putut constata, dacă luăm în considerare cele 192 de moduri 
valide (şi nu doar pe cele 24 din silogistica cu termeni pozitivi), atunci regulile specifice 
fiecărei figuri, menţionate în paragraful anterior, nu sunt valabile pentru toate cele 48 de 
moduri din figura respectivă. 

Remarcă 2. Prin substituirea termenilor logici, prin aplicarea inferenfelor imediate si 
prin considerarea inverselor propozitiilor, putem proceda deductiv, reducând (sau deducând) 
unele moduri Ja (din) altele. Am luat mai sus, ca punct de plecare, doar modul valid 
BARBARA (fig. I). Justificarea validității unui mod arbitrar este însă greoaie, dat fiind faptul 
că există 192 de moduri valide. Şi mai dificilă ar fi operarea cu cuvinte mnemotehnice. De 
aceea e mult mai indicat să considerăm câteva moduri valide şi, corespunzător, să indicăm 
regulile de derivare ale tuturor celorlalte moduri. Pentru aceasta vom proceda în felul unnator. 

1. Asumám ca valide următoarele moduri din figura I: BARBARA, DARII, 
GARDERÓNT si MIJLADU. Acest din urmă mod este: (MiPA SaM )> SiP. 

Alegerea acestor moduri a avut în vedere cantitatea propozitiilor care compun un mod 
valid. Avem astfel, următoarele 4 situații: 

a) Dacă modul a cărui validitate vrem să o demonstrăm are atât premisele cât şi 
concluzia propoziții universale, atunci îl reducem la unul dintre cele patru moduri care conține 
doar propoziţii universale, adică la BARBARA. 

b) Dacă modul de demonstrat are premise universale si concluzia particulară, atunci îl 
reducem la GARDERONT. 

c) Dacă premisa majoră este universală iar cea minoră este particulară, atunci 
concluzia este particulară si deci vom reduce acest mod la DARII. 

d) Dacă premisa majoră este particulară iar cea minoră este universală, concluzia va fi 
particulară si acest mod va fi redus la MIJLADIJ. 


2. Menţionăm regulile derivării modurilor silogistice, asumată fiind validitatea celor 4 
moduri de mai sus: 

КІ. Orice mod silogistic valid se poate reduce la un mod valid din figura I prin 
conversiunea premiselor e, é, i, i și prin contrapunerea premiselor a, d, o, б. 
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R2. Orice mod silogistic de figura I rămâne valid dacă predicatul premisei majore şi 
predicatul concluziei sau subiectul premisei minore şi subiectul concluziei sunt termeni logici 
negati simultan. (Ambele operaţii pot fi executate în acelaşi timp). 

КЗ. (regula inversiunii). Orice mod silogistic rămâne valid dacă toate cele trei 
propoziţii care-l compun sunt înlocuite prin inversele lor. 

R4. Orice mod silogistic cu concluzie a sau ä rămâne valid dacă în locul oricărei 
concluzii se trec propoziţii i sau i. Similar, dacă concluzia unui mod valid este e sau ë, acesta 
rămâne valid dacă în locul lui e sau ё se trece oricare din propozițiile o, б. 


Exemplu. 
Vrem să verifică validitatea următorului silogism: Unii non 5 nu sunt non P, pentru 


că toți S sunt non M iar toti M sunt Р. 

Redat schematic, acesta este urmátorul mod: (мар A SaM )> SoP. Cum premisele 
sunt universale iar concluzia este particulará, vorn reduce acest mod la GARDERÓNT. Pentru 
aceasta este sufcient să obvertim premisa minoră şi obținem (MaP A SeM )> SoP (S6P), 
айса GARDERONT. 


Exercitii 


1. Argumentati validitatea următoarelor moduri: 


PaM PaM PoM MoP MaP MaP 
MaS MeS SaM MeS MaS MoS 
PoS SoP SiP SoP SoP PiS 


2. Care din următoarele perechi de premise pot construi moduri valide? 
MeP MoP PiM MaP 
SoM SaM SaM ам 


3. Construiti un mod valid pe baza urmätoarelor premise: 
Nici un S nu este M. 
Nici un M nu este P. 


1.3.2.5. Silogistică modernă (Modelul predicativ Brentano) 

Silogistica tradițională, aşa cum a fost ea prezentată în paragrafele anterioare, este 
teoria silogismului, fundamentată de Aristotel şi perfecționată conceptual de-a lungul 
timpului. O dată cu dezvoltarea aparatului formal al logicii simbolice s-a creat însă 
posibilitatea reinterpretárii silogisticii tradiționale, utilizând concepte noi. Altfel spus, s-a 
deschis posibilitatea elaborării unor modele ale silogisticii clasice, adică a unor teorii modeme 
care formalizează / axiomatizeaza silogistica clasică. În acest paragraf ne vom opri doar la 
expunerea și analiza modelului predicativ Brentano. 


1.3.2.5.1. Interpretarea Brentano a propozitiilor categorice 

Modelul predicativ Brentano (sau interpretarea Brentano a propozitiilor categorice) 
introduce o „denivelare” în clasificarea acestor propoziții, pe care clasificarea tradițională nu 
o include. Pentru o redare formală adecvată a acestei „denivelări” va trebui, mai întâi, să 
introducem un aparat conceptual, fie el şi rudimentar, al logicii predicatelor. Pentru aceasta, 


32 


vom adăuga simbolurilor logicii propozitionale, utilizate in paragrafele anterioare, două 
categorii de simboluri, simboluri pentru cuantificatori: ,, V" (cuantificatorul universal: orice, 
toti, fiecare) şi „ 3” (cuantificatorul existențial: există, cel putin unul, unii) şi simboluri pentru 
variabile individuale: x, y, z. Cu aceste simboluri putem reda extensiunea unui predicat, P, în 
raport cu o clasă de elemente. Adică putem spune dacă P se referă la întreaga clasă sau doar la 
o parte a ei. Exemple: 

a) Orice x are proprietatea P: VxP(x). 

b) Nici un x n-are proprietatea Р: ^3xP(x). 

c) Unii x au proprietatea P: 3xP(x). 

d) Unii x n-au proprietatea P: 3x-P(x). 

Expresiile simbolice din dreapta le vom citi astfel: VxP(x)= „pentru orice x P(x)”, 
—3xP(x) = „nu există х P(x)”, 3xP(x) = „există x Р(х)” iar 3xP(x) = „există x non P(x)”. 
x se numeşte variabilă individuală, valorile ei posibile sunt elementele unei clase specificate. 

Fireşte, între cuantificatorii , V" şi „3” există anumite corespondențe care permit 
transformarea unuia în celălalt. Aceste relații sunt perfect intuitive şi le redăm mai jos: 

1. УхР(х)= —3x—P(x) 

2. 3xP(x) = av x4P(x) 

3. aVxP(x) = 3xAP(x) 

4. —3xP(x)= VxAP(x), 
unde „=” exprimă echivalenta. 

Cu ajutorul acestui restráns aparat formal putem acum reda simbolic cele patru tipuri 
de propozitii categorice. ,,Denivelarea" introdusá prin interpretarea Brentano a propozitiilor 
categorice rezidà in urmatorul fapt: propozitille universale sunt redate implicativ (i.e. 
ipotetic), pe cand cele particulare sunt redate conjunctiv. Adică: 

SaP: Toţi S sunt P: Vx(S(x)3 Р(х)): —3x(s(x)A-P(x)) 

SeP: Nici un S nu este P: Vx(S(x) 2 —P(x)): —3x(S (x)^ P(x)) 

SiP: Unii S sunt P: 3x(S (x) P(x)) 

SoP: Unii S nu sunt P: 3x(S(x)^ —Р(х)) 

Aşadar, o propoziție universal afirmativă, de exemplu, devine, în interpretarea 
Brentano: „Pentru orice x: dacă x este S, atunci x este Р”, echivalent, „Pentru orice x: S(x) 
implica P(x)”. În timp ce o propoziție particular afirmativa, SiP, devine: „Există x care sunt S 
şi P" etc. Fie si numai din această prezentare rezultă, intuitiv, diferența dintre propozițiile 
universale si cele particulare: cele universale sunt enunturi de nonexistenfd, pe când cele 
particulare sunt enunturi de existență. Cele universale, vom spune, n-au încărcătură 
existenţială, pe când cele particulare au încărcătură existențială. Această diferență poate fi mai 
bine redată simbolic dacă transformăm, echivalent, expresiile simbolice care redau 
propozițiile ^ universale, înlocuind  cuantificatorul „Vx? cu ,,dx”, astfel: 
vx(s(x)2 P(x))=—2x—(S(x) > P(x) (prin echivalenta 1 de mai sus). Avem apoi 
—3x—(S(x) > P(x)) =—3х(5(х)л-Р(х))*. Procedând similar, pentru propoziţiile universal 
negative vom avea Vx(S(x) > —P(x))  ^3x(S(x) ^ P(x)). Acestea sunt redate prin expresiile 
simbolice din dreapta enumerării de mai sus*!. Caracterul de „nonexistență” al propozitiilor 


universale iese acum clar în evidență: propoziţiile universale au formă negativă (pe când cele 
existenţiale au formă afirmativă). 


40 
Cf. 2.1.3. 
4l Fireşte, şi propoziţiile particulare pot fi redate utilizând cuantificatorul universal şi negația (exerciţiu). 
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Remarcá. Modelul Brentano este adesea inventariat sub sigla „modelul Boole- 
Brentano”, dată fiind asemănarea cu interpretarea Boole a propozitiilor categorice. În esență 
aceasta este interpretarea Brentano, de mai sus, cu mențiunea că termenii logici S si P 
desemnează întotdeauna clasele corespunzătoare. Adică sunt considerati strict extensional: 

SuP: Toţi S sunt P: Nu există S care suni non P: SP =Ø. 

SeP: Nici un S nu este P: Nu există S care sunt P: SP = @. 

SiP: Unii S sunt P: Există S care sunt P: SP + Ø. 


SoP: Unii S nu sunt P: Existá S care sunt non P: SP # @. 
Si în această redare, booleană, propoziţiile universale au formă negativă. Expresia 


SP =Ø, de exemplu, înseamnă: clasa S şi clasa complementară lui P (adică Р) n-au elemente 
comune (i.e. intersecţia lor este mulțimea vidă) etc. 

„Denivelarea” existențială, introdusă de interpretarea Brentano a propozitiilor 
categorice, îşi pune incontestabil amprenta asupra validității inferentelor. Însă pentru a decide 
asupra unei formule care redă simbolic o inferentà dacă este o formulă validă sau nu avem 
mai întâi nevoie de un procedeu de decizie. Pentru fragmentul de logică a predicatelor de care 
ne ocupăm aici”, procedeul formelor normale, se recomandă ca un elegant procedeu de 
decizie. 


1.3.2.5.2. Procedeul formelor normale în logica predicatelor monadice 
Formele normale în logică sunt de o mare diversitate. Aici ne interesează doar două 
tipuri: formele normale conjunctive şi formele normale disjunctive. Să le considerăm pe rând. 


1. Formele normale conjunctive 


Definiţia 1. O formulă a este în forma normală conjunctivă (abreviat а) dacă are 
forma unei conjuncţii C, A...AC, (n21), în care nu apar cuantificatori negafi iar într-un 
conjunct arbitrar cuantificutorul existențial apare cel mult o dată. 

Orice formulă a logicii predicatelor monadice poate fi transformată într-o formulă 
echivalentă ei, dar care satisface cerințele menționate în definiție ^. Mai întâi vom transforma 
o implicatie, folosind  disjunctia $1 negația, pe baza următoarei echivalente: 
(a> В)= (мах B), unde a si Д sunt formule care contin cuantificatori. Apoi, dacă o 
expresie cuantificată apare negată vom utiliza echivalenfele 1-4 din 1.3.2.5.1., in aşa fel încât 
o negatie să fie situată întotdeauna după cuantificator. În fine, dacă obținem mai multe 
expresii cuantificate existenţial iar între ele se află operatorul v, toate aceste expresii pot fi 
aduse sub acelaşi cuantificator existential, dată fiind distributivitatea cuantificatorului 
existential în raport cu disjunctia: [zxP(x) v 3xQ(x)] = 3x(P(x)v Q(x)). 

Întrucât în aceste transformări variabilele individuale n-au nici un rol, le vom elimina 
din formule. 

O dată adus la forma normală conjunctiva, un conjunct С, (i = 1,...,.n) poate avea doar 


una din următoarele forme: 
la. За 


“2 Acest fragment este logica predicatelor monadice, adică logica acelor formule în care orice simbol predicativ, 
S, M, P, este secondat de o singură variabilă individuală, adică: S(x), M(y), P(z). Acestea din urmă sunt predicate 
monadice, spre deosebire de cele diadice P(x,y), Q(x,z), triadice P(x,y,z), Q(y,y,z) etc. Spre deosebire de alte 
niveluri ale construcției logicii, logica predicatelor monadice este decidabilă. Adică, dată fiind orice formulă 
exprimată în simbolismul acestei logici, putem spune, de fiecare dată, dacă este o formulă validă sau nu. 

“3 Pentru detalii tehnice, comp. 2.1.4.4. 
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Ib. Væ v Va, v..v Va, (k 21) 

lc. 3a v VB, v ..v VB, (m21), 
unde @ si Д sunt formule construite din predicate dar care nu conțin cuantificatori. 

Cum decidem cu ajutorul formelor normale conjunctive? 

Evident, formula а, pe care vrem s-o testăm, este validă dacă şi numai ducă forma ei 
normală conjunctivă este validă. lar o conjunctie este validă dacă si numai dacă fiecare 
conjunct al ei este valid. Таг pentru a testa validitatea conjuncţiilor stabilim un izomorfism 
între cele trei categorii de formule la — lc şi formule ale logicii propozitillor, pe baza 
următoarelor reguli: 

Rla. Че este validă ddacă a” este validă. 

Rlb. Va v Va, v...v Va, este validă ddacă cel putin o formulă a; (i=1,...,k ) este 
validă. 

Ric. 3a v VB, v ...v VA, este validă ddacă una din disjunctiile a v 8; (/ =1,...,m) 
este validă, unde a^, o, a” v fj; sunt formule ale logicii propozitiilor, izomorfe formulelor 
corespunzátoare din logica predicatelor monadice. 


Aşadar, verificarea validității formulei a se reduce la verificarea validității formulei 
corespunzătoare ei din logica propozitiilor. 


Exemplul 1. Fie modul DISAMIS (fig. a Ш-а). Este acesta un mod valid? Vom 
răspunde la întrebare aplicând procedeul formelor normale (conjunctive). 
MiP 
MaS in forma implicativa (MiP ^ MaS) > SiP 


SiP 

Redăm acum acest mod, pe baza interpretării Brentano a propozitiilor care-l compun. 
Obtinem astfel: 

a: Bx(M (x) ^ P(x)) ^ Vx(M (x)> s (x))] > Ax(S(x)a P(x)) 

Întrucât variabilei x nu-i asignám nici un fel de valori, o eliminăm. 

[XM ^ P)AV(M > S)]| o XS ^ P) 

Pentru a aduce această formulă la forma normală conjunctiva transfonnăm implicatia 
utilizând disjunctia şi negația, astfel: 

—3(m AP)AY(M > S)lv 3(S ^P) 

Transformăm acum negalia din fata cuantificatorilor (din primii doi disjuncti), 
aplicánd echivalentele 4 si 3: 

VM A P)v 3M > S)v AS ^ P) 

Cum ultimii doi disjuncti sunt cuantificati existential, íi putem aduce sub acelasi 
cuantificator si obtinem forma normalà conjunctiva. 

a,:V-M a Phv I-AM > S)v (S ^ P)] 

După cum se vede, forma normală conjunctiva a formulei care exprimă modul 
DISAMIS are un singur conjunct, iar acesta este de forma lc (cu т=1) (comutând 
disjunctii) Si deci, în acord cu algoritmul de mai sus, formula care exprimă DISAMIS este 
validă ddacă formula din logica propozitiilor, izomorfa acestui conjunct, este o formulă 
validă. Tot ceea ce trebuie să facem acum este să verificim dacă formula obținută din ultima 
formulă de mai sus, eliminând simbolurile cuantificatorilor și transformând majusculele în 
minuscule, este o formulă validă a logicii propozitiilor, adică 

— mA p)v (то s)v (s ^ p) 
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Pentru verificarea validității acestei formule avem la îndemână mai multe procedee ©, 
Vom aplica procedeul matriceal. 


[Lm pos map | Amap) |mas| Amos) |sap | formula - 
1| 1 1| 1] 0 1 0 1 1 
ialo 1 0 0 1 0 1 
1| O| 1 0 1 1 0 0 1 
i] o| o| o 1 0 1 0 1 
0|i|1 o 1 1 0 1 1 
0| 1] o| o 1 1 0 0 1 
0/0 1| o 1 1 0 0 1 
0101 o| o 1 1 0 0 1 


Întrucât coloana finală a matricei contine o serie omogenă de valori de ,,1", rezultă cà 
formula este validă. Si deci si formula corespunzătoare din logica predicatelor monadice 
(adică formula care exprimă modul DISA MIS) este o formulă validă. 


Exemplul 2. Fie urmátorul mod silogistic: (MoP A SaM )> SoP . Este acesta un mod 
valid? — 

In modelul Brentano acest mod devine: 

a: [3x(mM (x) ^ AP(x)) ^ Vx(S(x) 2 M (x))] 2u(s (x) A AP(x)) 

[B(M AAP) лу(5 2 M)] > AS AP) 

XM ^-P)^v(S > M)]v3(S AP) 

—3(M AAP) v av(S > M) v3X(S л-р) 

VA(M AAP) v3A(S > M)v AS л-р) 

У-(М ^-P)v3[XSs > M)v(S л-р) 

—m ^ —p)v —(s 2 m)v (s A-p) 

Dacă facem matricea acestei formule (exerciţiu), vom constata cà există o situație în 
care formula este falsă, respectiv pentru m 21, p =0, s =0. Aşadar, formula este nevalidă si 
deci nici formula @ nu este validà si astfel modul respectiv nu este un mod valid. 


2. Formele normale disjunctive 


Daca cu ajutorul formelor normale conjunctive putem testa validitatea unei formule, 
cu ajutorul formelor normale disjunctive testám nesatisfiabilitatea (inconsistenta) unei 
formule. O formulă este nesatisfiabilă ddacă nu este niciodată adevărată. 

Definiţia 2. O formulă a este în forma normală disjunctivă (abreviat a, ) dacă are 
forma unei disjunctii D, v...v D, (m>1), în care nu apar cuantificatori negafi iar într-un 
disjunct arbitrar cuantificatorul universal apare cel mult o dată. 

Orice formulă a logicii predicatelor monadice poate fi transformată într-o formulă 
echivalentă ei şi care satisface cerințele definiţiei 2. Pentru aceasta procedăm ca la formele 
normale disjunctive, cu mențiunea că dacă avem mai multe expresii cuantificate universal şi 
care sunt legate prin conjunctie, toate aceste expresii pot fi aduse sub acelaşi cuantificator 
universal, dată fiind distributivitatea acestui cuanti ficator în raport cu conjunctia: 


(vxP(x) ^ VxQ(x)) z vx(P(x) ^ Q(x)) 
“4 Comp. 2.14. 
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Asa cum ^ şi v sunt operatori duali (şi V şi 3 sunt operatori duali), tot astfel si cele 
dovă procedee de testare ( a validității si a nesatisfiabililatii) sunt tot duale. Pe baza acestei 
proprietati putem spune cá o dată adusă formula la forma ei normală disjunctivă, un disjunct 
D, (j= 1... т) poate avea doar una din următoarele forme: 

2a. Va 

2b. da, Ada, ^.. nda, (n21) 

2c. Va ^3, ^..^3B, (p21) 

Cu ajutorul formelor normale disjunctive decidem în felul următor: formula a este 
nesutisfiubilă dducă forma ei normală disjunctivă este nesatisfiabilă ddacă fiecare disjunct 
este nesatisfiabil. Corespunzător, cele trei reguli cu privire la izomorfismul dintre disjunctii 
formei normale disjunctive şi formulele corespunzătoare din logica propozitiilor sunt: 

R2a. Va este nesatisfiabilă ddacă a” este nesatisfiabilă. 

R2b. За Ada, A...A3a, este nesatisfiabilă ddacă cel putin o formulă a; 
(k = 1..., n) este nesatisfiabilă. 

R2c. Уа ^3f,^..^3, este nesatisfiabilă ddacă una dintre conjunctiile a” ^ 7 
(i=1,..., p) este nesatisfiabilă, 
unde @, œ, @ ^ff; sunt formule ale logicii propozitilor, izomorfe formulelor 
corespunzátoare din logica predicatelor monadice. 

Si deci, verificarea  nesatisfiabilitágii formulei a se reduce a verificarea 
nesatisfiabilitdfii formulei corespunzătoare ei din logica propozifiilor. 

Exemplu. Fie următoarea formulă: —{(РеМ ^ MiS)> SoP] 


Să testám acum nesatisfiabilitatea acestei formule cu ajutorul formelor normale 
disjunctive. Formula este echivalentă cu PeM A MiS A—SoP 55. În interpretarea Brentano 
aceasta devine: 


a: Yx(P(x)>  2M(x)) ^3x(M(x)^ S(x)) ^ —x(s(x) л —Р(х)) 
V(P 2 -M)^X(M ^ S)^—3(S ^P) 

v(P 5—-M)^X(M ^S) ^VA(S ^—P) 

[v(P 5 ^M )^ vA(S ^ AP)]^ 3(M ^S) 

а, : v[(P > 2M )^-(S ^-P)]^3M aS) 


(p не т) л (лар) ^(m^s) 


-m| рот | —p | s^-p|-s^-p)| m^s| formula 


оооо н - - - |у 
оон ноо -– 
о-о оно |. 
= = = = ка ~ о о 
eee KS 0000 
Oororooo°o 
FOF Or Fee 
ooo-ooc;ce 
с©сооооосо 


Cum coloana finală contine o serie omogenă de valori de ,,0", rezultă că formula este 
nesatisfiabild. Si deci si formula a este nesatisfiabila. 


^5 —SoP indică faptul că propoziția SoP este cea negată, nu termenul S. 
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Remarcá. Din nesatisfiabilitatea formulei —[(PeM AMiS)> SoP] conchidem asupra 
validității negatiei ei: (PeM ^ MiS) > SoP . Într-adevăr, acesta este un mod valid al figurii a 
IV-a (FRESISON). Asadar, validitatea unui mod silogistic poate fi testatá si cu ajutorul 
formelor normale disjunctive: testánd nesatisfiabilitatea перајіеі formulei care-l exprimă. 


1.3.2.5.3. Modelul Brentano şi tema validității 
Sa vedem acum in ce fel interpretarea Brentano a propozitiilor categorice altereazà 
conceptul traditional al validității inferentelor. 


a) Inferente imediate 


Putem constata, înainte de toate, că anumite raporturi dintre propozițiile categorice, 
redate de pătratul lui Boethius, se păstrează, pe când altele nu. 
Raportul de contradicție rămâne valabil: 


1. SaP =—SoP :Yx(S(x) > Р(х ) = -3xx(s(x) ^-P(x)) 

2. —$аР = SoP :-Wx(S(x) > P(x)) = 3x-Xs(x) 2 P(x)) = Эх(5(х)л P(x) 

3, SeP = SiP : Vx(S(x) 2 —P(x))= A3x-(S(x) > —Р(х)) = ^ax(s(x )a P(x)) 

—SeP = SiP (similar). 

Celelalte relaţii logice sunt suprimate. Raportul de subaltemare, de exemplu, este 
exprimat prin: Vx(S (x) > P(x)) > 3x(S(x) A P(x)) , echivalent: 
—MÁ(S(x)^ -P(x)) > 3x(S(x)^ P(x)). 
Verificăm acum, cu ajutorul formelor normale conjunctive, dacă această formulă este valida 
sau nu. Obtinem 3x(S(x) A-P(x)) v 3x(S(x) ^ P(x)), adică AS ^—P)v 3(5 л Р), respectiv 
3S A—P)v (S ^ P)]. Si deci trebuie să vedem dacă formula(s л-р) (s^ p) este validă. 
Această formulă este echivalentă cu s^ (-p v p), echivalent s. Însă s nu este o formulă 
validă, căci este o variabilă propozițională care poate fi adevărată sau falsă. Si deci implicafia 
care redă raportul de subaltemare nu este validă. Nevaliditatea acestei inferenfe are ca sursă 
faptul că dintr-o propoziţie de nonexistenta (i.e. universală) se conchide asupra unei propoziții 
de existență (i.e. particulară). Respectiv, nevaliditatea ei rezidă în faptul că S poate fi o clasă 
vidă. Dacă introducem explicit condiţia nevidității lui S, sub forma 3xS(x), atunci validitatea 
inferentei se restabileste: 

[^3x(S(x)^ -P(x))^ 3xs(x)] > Ax(S(x)a P(x)) 

[-3(5 AP) л 35]> AS ^ P) 

-{HS ^-P)^3S]v AS ^ P) 

3S ^-P)v—3S v XS ^ P) 

3((s AP) (S ^ P)|v VAS 

(s A-p)v (s ^ p)v m 

[s ^ Cp v p)lv s 

SVS 


La fel putem arăta că nici formulele care exprimă contrarietatea si subcontrarietatea nu 
mai sunt formule valide (exerciţiu). 

Consideratiile de mai sus ne arată următorul fapt: rămân valabile acele inferente 
imediute cure exprimă relaţii de echivalență; sunt nevalide, în schimb, toate inferentele 
implicative. 
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Exemplu 

SaP —9— Se P —5— PeS — Pa S —©—› Si P—9— SoP 

În acest sir deductiv toate propoziţiile universale obținute din SaP, adică SeP , PeS 51 
PaS, sunt echivalente cu SaP. Motiv pentru care si formulele care exprimà aceste 
transformări sunt formule valide. La fel putem spune despre particularele SiP şi $оР. În 


schimb, formula care exprimă trecerea de la universal la particular ( PaS —5— SiP) nu este o 
formulă validă. Să arătăm acest lucru. 


SaP —25 SeP ; Yx(S(x) > P(x)) = Vx(S(x) 2 P(x) 
Ѕар ә Pes ; Vx(S(x) > P(x)) = Vx(AP(x) > ^s(x)). 

căci (S(x) > P(x)) = (4P(x) > —5(х)) 
SiP—24 SoP ; 3x(^S(x)^ P(x) = 3x(^s(x) ^ P(x) etc. 


PaS > SiP; Yx(-1P(x) 2 AS(x)) 2zx(ASs(x)4-P(x)) (агай cà această 
formulă este nevalidà; ce termen logic trebuie să fie nevid?). 


b) Inferente mediate 


Si aici problema validității se nuanteaza. Dacă în silogistica tradițională (cu termeni 
pozitivi), de exemplu, am decupat 24 de moduri valide, de data aceasta (ie. in modelul 
Brentano) anumite moduri sunt nevalide. $i anume, toate acele modun їп care din premise 
universale (deci fără încărcătură existențială) se obțin concluzii particulare (cu încărcătură 
existenţială). 

Aceste moduri sunt: BARBARI şi CELARONT (fig. 1) CESARO şi CAMESTROP 
(fig. a II-a); DARAPTI si FELAPTON (fig. a III-a), BRAMANTIP, CAMENOP si FESAPO 
(fig. a IV-a). Toate celelalte 15 moduri sunt, in modelul BRENTANO, moduri valide. Iar cu 
ajutorul formelor normale putem decide asupra validității lor (exercițiu). 


1.3.2.5.4. Completitudinea deductivă a modelului Brentano 

Nu toate modelele silogisticii clasice pot fi situate pe acelaşi plan. Unele se 
caracterizează prin completitudine în raport cu „obiectul” modelat, adică sunt modele care 
validează toate cele 24 de moduri considerate valide de silogistica clasică. Un astfel de model 
este cel elaborat de J. Lukasiewicz. Modelul Brentano, de mai sus, nu validează decât 15 
moduri ale silogisticii clasice, cele care nu derivează concluzii particulare din propoziţii 
universale. Așadar, doar în raport cu aceste moduri modelul Brentano este complet. Să 
vedem, în cele ce urmează, în ce fel cele 15 moduri valide (si doar acestea) pot fi deduse în 
acest model. ` 

О metodà elegantá de demonstrare a completitudinii acestui model este metoda 
antilogismului. Această metodă funcționează, simultan, ca procedeu de decizie în modelul 
predicativ Brentano. 

Descrierea acestei metode reclamă conceptele: triadă silogistică şi antilogism. 

Definiţia 1. Triada silogistică este orice triplet de propoziții care pot constitui 
premisele şi concluzia unui mod silogistic (valid sau nevalid). 

Pentru a alcătui un silogism aceste propoziții trebuie să îndeplinească trei condiții: 

1. Să fie propoziţii de tipul A, E, I, O. 

2. Să conţină în total strict trei termeni. 

3. Fiecare termen să apară strict de două ori în exact două propoziţii distincte. 

Definiţia 2. Antilogismul unui mod silogistic este triada silogistică formată din 
premisele modului respectiv şi din negația concluziei sale. 
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Următoarea echivalență metalingvisticá fundamentală corelează conceptele de 
silogism valid, antilogism şi triadă silogistică. 

Teorema 1. Un mod silogistic este valid ddacă antilogismul său este o triadă 
silogisticd nesatisfiabild. 

Demonstraţie. Fie (p, ^ р,) 2 p, o expresie care redă un mod silogistic valid, unde 
P, $i p, sunt prenusele iar p, concluzia modului considerat. Rezultă că negația acestei 
expresii redă o formula nesatisfiabilă. Dar negatia acestei expresii, adică 

Alp, A Pr) р]= 7n A p2)v psl=lp ^ p: ^74] 
este tocmai antilogismul expresiei de mai sus şi constituie o triadă silogistică nesatisfiabilă. 

Teorema 2. Orice triadă silogistică nesutisfiabilă generează strict trei moduri 
silogistice valide. 

Demonstraţie. Din Teorema 1 deducem că din orice triadă silogisticá nesatisfiabilă 
putem obține un mod valid, conectând implicativ conjunctia premiselor cu negația concluziei. 
Însă fiecare dintre cele trei propoziţii, р, - рз, poate fi pusă drept concluzie a unui silogism. 
Luând cele două premise şi negația propozitiei-concluzie din triada nesatisfiabilă respectivă 
obținem, succesiv, doar cele trei moduri valide. 

Aşadar, metoda antilogismului transferă problema privitoare la validitatea unui mod 
silogistic în problema privitoare la condiţiile care determină nesatisfiabilitatea unei triade 
silogistice. 

Teorema 3. Modelul predicativ Brentano admite strict 5 triade silogistice 
nesatisfiabile (echivalent, 15 moduri silogistice valide). 

Demonstrație. Vom deosebi mai întâi cele patru tipuri de triade silogistice, apoi, în 
cadrul unui tip anume, vom decupa cele 5 triade silogistice nesatisfiabile. În funcţie de 
alcătuirea lor din propoziții cantitativ diferite, deosebim: 

1. VaaVB avy (toate universale) 

2. 3a ^3 ^3y (toate particulare) 

3. 34 ^38 ^ Vy (două particulare şi una universală) 

4. Ча ^AVB ^ Уу (o particulară şi două universale) 

Sa le considerám pe rand. 

Tipul 1 nu poate genera triade silogistice nesatisfiabile. Explicaţia este următoarea. 
Cum cuantificatorul universal este distributiv în raport cu conjunctia, din 1 obținem, 
Vian Bay), iar aceasta este o formulă nesatisfiabilă ddacă (a^ Bay), echivalent 


a" ^ B лу“, este o formulă nesatisfiabilà (prin R2a, 1.3.2.5.2). Însă o asemenea formulă nu 
poate fi nesatisfiabilá, deoarece avem doar propozitii universale, al cáror corespondent 
Gzomorf) în £, este o implicafie între două variabile propozifionale distincte. Matricea 


acestei conjunctii va contine aşadar 2? =8 linii. Cum numărul de valori de 0 pentru fiecare 
din aceste implicafii, corespunzátor celor 8 linii, este 2, vorn avea in total maxim 3х2=6 
valori de 0. Aşadar, în cel puțin două linii matricea va conţine valori de 1, si deci formula nu 
poate fi nesatisfiabila. 


Exemplu 
Să presupunem că cele 3 propoziții universale sunt Wx(M(x)3—P(x)), 


vx(M (x) > s(x)) si vx(S(x) > P(x)). 
Vom avea Vx(M (x) > AP(x)) ^ vx(M(x) > S(x)) ^ vx(s(x) > P(x)), echivalent 


vx[(M (x) z —P(x)) ^(M(x )2 S(x a S(x) > P(x))]. respectiv 
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vim > -P)^(M > 5)л(5 5 Р)). Prin R2a această formulă este nesatisfiabiláà ddacă 
formula £, : (m D —p)^ (m D s)^(s 2 р) este nesatisfiabilă. 


т |p Sip] точр | тоз ғор ^ 


оооо н н н 
оо — ~ о о н н 
онооно = 
оо о о 
— = = = = = O OQO 
See – о ~ OF 
~ о ~ ~ ~ о м Ke 
= о~ осоо о 


Pentru acest exemplu, їп care propoziţiile triadei sunt universale (una negativă şi două 
afirmative), matricea formulei @ a f° ay’ contine 5 de 0 si 3 de 1, deci formula nu este 
nesatisfiabilà. Pentru alte combinatii de simboluri, m, p, s, constitutive propozitiilor universale 
(in care simbolul din consecventul implicatiei apare negat sau nenegat), numărul valorilor de 
adevăr de 1 este, fireşte, diferit, însă nu poate fi mai mic decât 2. 

În mod similar putem argumenta că nici triadele de tipul 2 nu pot fi nesatisfiabile. О 
astfel de iriadă ar fi nesatisfiabilà ddacă cel putin una din formulele a’, f",y* ar fi 
nesatisfiabilă (prin R2b, 1.3.2.5.2), însă acest lucru nu se întâmplă, deoarece fiecare formulă 
este о conjunc[ie de variabile propozitionale distincte (fiind formula din £, izomorfă formulei 


corespunzătoare cuantificate existențial), iar o asemenea conjunctie nu poate fi nesatisfiabilà 
(de ce?). 

La fel putem argumenta (prin R2c) că nici uriadele de tipul 3 nu pot fi nesatisfiabile. 
Vom restrange asadar analiza la triadele de tipul 4, cele formate dintr-o propozitie particulara 
si două universale. 

4. aA VB AV y 

Pentru a demonstra teorema 3 trecem la rescrierea formulei 4, utilizând doar 
cuantificatorul existential. Primul conjunct, cuantificatorul existential, ne arată că Ja este о 
formulă care exprimă o propoziție particulară, SiP sau SoP. Al doilea şi al treilea exprimă 
propoziţii universale, SaP sau SeP. Cum aceste formule ale triadei exprimă propoziţii diferite, 
a, В şi vor contine termeni diferiţi (dar care respectă condiţiile cerute unei triade 
silogistice). De exemplu, o triadă de tipul 4 poate conţine următoarele categorii de propoziții: 


Ja SiP ; ASAP) ; particulară 
SoP; ASA =P) ; particulara 
д, 


(T) VB SaM, —3(S A—M ); universală 
SeM; —XS^M) ; universală 


ô, 
Vy Мар; —XM A—P) ; universală 
MeP; —3(M AP) ; universală 

6, 


4l 


Ordinea termenilor S, M si P in aceste formule poate fi, fireste, oricare alta. Sa 
rescriem acum formula 4 în acord cu următoarea simbolizare convenabilă: fie б, (ie. a), ô, 
şi 6, formulele care succed simbolurilor 3, —3, —3 din cele trei categorii de formule de mai 
sus. Obfinem astfel 

5. 36, A746 30, 
sau, echivalent 4d, ^ V-30,A V-30,. Cum cuantificatorul universal este distributiv față de 
conjunctie, ultimii doi conjuncti pot fi aduşi sub acelaşi cuantificator universal. Si astfel 
obținem, echivalent, 

6. 36, a Y|- p76; ). 

Prin regula R2c, această formula este nesatisfiabilă ddacá formula izomorfa ei din E, 

6 ô namn; ^9; 
este nesatisfiabilà. 

Însă din (T ) observăm că formulele ô, б, si 6, sunt conjunctii a câte doi termeni, 
din care primul este nenegat iar al doilea negat sau nenegat. Corespunzător, formulele 
izomorfe lor din £,, ду, 55, ó; , vor fi conjuncti de variabile propozitionale, din care prima 


este nenegatá iar a doua negată sau nenegată. Aşadar, 6' are forma 

7. (у, ^w JAA, ^vi) ^s Av), 
unde у-у; sunt variabile propozitionale. Din 7 obținem forma normală disjunctivă a acestei 
expresii, prin coborárea negatiei de pe operatori (ultimii doi conjuncti) si prin distribuirea 
operatorilor. $i obtinem: 
8. (v, ^V, AW, ATW; )v (v, AV, AW, A-Ws)v (v, ^V, NV л-ау;)у (v, AV, AW, ^). 

Pentru a determina condițiile nesatisfiabilitátii unei triade silogistice procedăm în felul 
următor. Expresia 8 este un şir de disjunctii, în care fiecare disjunct este un şir de conjunctii. 
Pentru ca 8 să fie nesatisfiabilă este necesar ca fiecare disjunct să fie nesatisfiabil, echivalent 
fiecare disjunct trebuie să conțină cel putin o variabilă împreună cu negația ei. Cum v,- v, 
desemnează variabile propozifionale arbitrare, să încercăm acum, ре baza 7 şi 8, să 
determinăm poziția lor posibilă în aceste formule şi caracteristica lor (ie. de a fi negate sau 
nenegate), pentru ca disjunctul respectiv (oricare dintre cei patru din 8) să fie nesatisfiabil. 
Cum v, din 8 este o variabilă nenegatd, fie aceasta p. Cealaltă variabilă, distinctă de р 
(deoarece p corespunde unui termen logic iar într-o triadă silogistică un termen logic apare 
exact de două ori însă în două propoziţii distincte), fie aceasta q, poate să apară negată sau 
nenegată. Cum p şi q apar într-un disjunct arbitrar din 8 (ca v, şi v;), rezultă că cealaltă 
variabilă, fie ea r, trebuie să apară, negată sau nenepată, ca cea de-a treia componentă, 
respectiv a patra, într-un disjunct oarecare din 8. Așadar, 8 va confine un disjunct de forma 
р^(4/—9) ^r I—r)^-(r!—r), unde slash-ul din parantezele rotunde indică alternativa: 
variabila respectivă poate să apară negată sau nenegată. Pentru ca un astfel de disjunct să fie 
nesatisfiabil trebuie ca variabila r să apară negată într-un membru al con juncţiei și nenegată 
în celălalt. Însă r apare ca variabilă propozițională comună in 6; şi ó; , adică în expresiile 
care redau propoziţiile universale. Aşadar, pentru ca un astfel de disjunct să fie nesatisfiabil 
este necesar ca variabila comună acestor expresii să fie negată în una şi nenegată în cealaltă. 

Rationánd similar, putem determina si celelalte condiţii ale nesatisfiabilitátii unui 
disjunct arbitrar din 8. Adică, dacă p apare într-un disjunct ca mai sus, adică pe locul lui V, 


atunci această variabilă trebuie să mai apară exact o dată în 6; sau бу. Să presupunem că 


apare, negată sau nenegată, în 6; . În felul acesta 8 va avea un disjunct de forma: 
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p ^(at—a)^-(p!—p)^-(r1—r). 
‘Pentru ca un astfel de disjunct să fie nesatisfiabil trebuie ca al treilea conjunct să fie 
-p . Aşadar, în 6; variabila p trebuie să apară nenegată, adică aşa cum apare în 6; . 

La fel putem spune despre variabila 9. Cum q apare negată sau nenegată în 6, (în care 
apare $i р), 9 nu poate să mai apară în 5; (în care apare si p) deoarece, în acest caz, 6; ar 
confine de două ori variabila r. Aşadar, q apare, negat sau nenegat, în $; . Vom avea, aşadar, 
în 8, un disjunct de forma: 

DA (4/—а)л—\(г/—г)л—(а/—д) à 
care este nesatisfiabil numai dacá q din cel de-al patrulea conjunct este o negatie a celui de-al 
doilea. Aşadar, în 5; q trebuie să арага aga cum apare în 6; (deoarece ultimul conjunct are o 
negaţie în fata). 

Aşadar, decuparea condiţiilor de nesatisfiabilitate a unei triade silogistice s-a redus, 
echivalent, la decuparea condițiilor de nesatisfiabilitate a unei formule a £, (i.e. formula 6), 
respectiv: 

1°. Formula trebuie să exprime două propoziţii particulare şi una universală. 

2'. Variabila comună expresiilor propozitiilor universale, redate de —6, şi —6,, să 
apară negată în una şi nenegată în cealaltă. 


3°, Celelalte două variabile din expresiile propozitiilor universale trebuie să apară aga 
cum apar ele (negate sau nenegate) în expresia care redă propoziția particulară. 

Şi deci condiţiile necesare şi suficiente ale nesatisfiabilități unei triade silogistice sunt: 

1. Triada silogistică trebuie să conţină două propoziții particulare şi una universală. 

2. Termenul comun propozifiilor universale trebuie să apară negat in una şi nenegat în 
cealaltă. 

3. Ceilalţi (doi) termeni din propoziţiile universale trebuie să apară aşa cum apar ei 
(пераў sau nenegaţi) în propoziţia particulară. 

Redăm mai jos toți tripletii de formule ale £, care satisfac condiţiile Г -3' (i.e. care, 


în conjunctia lor, constituie o formula nesatisfiabilă de genul 6') (coloana din stânga). În 
dreapta vom trece, corespunzător, toate tiiadele silogistice nesatisfiabile obținute din fiecare 
triplet prin substitutiile variabilelor propozitionale p, q şi r cu termenii logici S, M şi P şi prin 
prefixarea primei expresii astfel obținute cu 3 iar a celorlalte două cu —3. 


1. paq p^r q^-r ; ASAM) AHS AP) —XM ^-P) 
2. DA r^p qar ; ASAM) AAP AS) —3(M A—P) 
3. p^q p^^r q^r i XS^M) AAS л-р) —3(M ^P) 
4. D^q p^r raq ; XS^AM) AAS a —P) —3(P AM) 
5. pang p^or ranq ; XS^-M) —3(SA=P) | -XP^-M) 


Fiecare din cele cinci grupe de formule cuantificate constituie o triadá silogisticá 
nesatisfiabilă. Aşadar, din fiecare grupă putem obține trei moduri silogistice valide luând 
oricare două formule ca premise şi negația celei de-a treia drept concluzie. Să luăm ca 
exemplu triada 4. Vom avea: 


XS AM) SiM MiP S/M 
-XS л-р) SaP MaS M/P 
i Paes eS P/S  (DISAMIS, Ш) 
ҖРАМ) PiM SiP 
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Din triada 4 am luat primele două propoziţii ca premise iar negația celei de-a treia am 
pus-o concluzie. Am reconstituit propoziţiile corespunzătoare din silogistica tradițională si am 
obținut modul DISAMIS din figura а Ш-а. 

Prin substitutiile menționate în dreapta am adus acest mod la forma lui standard. 

Să luăm acum ca premise prima şi a treia propoziție iar negația celei de-a doua o 
punem ín concluzie. 


XS AM) SiM PeM 
5 4 
—XPAM) PeM No cei SiM 
Bl. “ооз” => Ş — ——  (FESTINO, Ш 
XS A —P) SoP SoP 


in fine, 


—3(5 A AP) SaP m Рем MeP P/M 
—XPAM) PeM с SaP SaM M/P 
n Ln $———— ý ;(CELARENT,!) 

—XS AM) SeM SeM SeP 


Procedând în acest fel, din fiecare triadă silogisticá vom obţine 3 moduri silogistice 
valide. Si deci vom obține, în total, cele 15 moduri pe care modelul Brentano le valideazá 
(exercițiu). 

În fine, e uşor de văzut că triadele de mai sus formează două clase, una care confine 
triadele de forma IAE (primele 4 grupe), iar cealaltă triada OAA (ultima grupă). 

Aşa cum am văzut în 1.3.2.5.3., modelul Brentano nu validează acele moduri care 
derivează concluzii particulare (cu import existenţial) din premise universale (fără import 
existenţial). Adică din premise care nu exclud posibilitatea ca vreun terinen logic să denote o 
clasă vidă. Aşa cum validitatea unei inferente (implicationale) imediate a putut fi restabilită 
prin introducerea condiţiei de neviditate a unui termen logic, tot astfel şi în cazul inferentelor 
mediate validitatea poate fi restabilită pe această cale. Aşadar, pentru validarea celor 9 moduri 
nevalidate de modelul Brentano va trebui să introducem explicit premisele existențiale 
necesare acestei validări. Obtinem astfel o extensie a modelului Brentano prezentat in 
paragraful 1.3.2.5.1. În acest model, cu introducerea condiției neviditáfii lui S, adăugată 
premiselor modurilor BARBARA, CELARENT, CESARE, CAMESTRES şi CAMENES, şi 
modurile lor subalteme sunt validate CAMESTROP, де exemplu, devine: 
[vx(P(x) > М(х))л vx(s(x) > =M (х)) л 3xs()] > 3x(S(x)^ Р(х). (Атман cu ajutorul 
formelor normale cá acesta este un mod valid). 

Apoi, cu condifia neviditatii lui P modul BRAMANTIP devine mod valid, iar cu 
condiţia nevidității lui M sunt validate modurile DARAPTI, FELAPTON şi FESAPO. 
Conjugate, toate aceste condiţii formează ASA dPA3M . 


Completitudinea deductivd a modelului Brentano extins se poate demonstra prin 
metoda extinsă a antilogismului. Pe această cale se poate demonstra existența a 8 triade 
silogistice nesatisfiabile şi deci existente a 24 de moduri silogistice valide. 


Fie acum p,,p,,p, propozițiile unui antilogism. Atunci, ca mai sus, unul dintre 
silogismele valide va fi (p, A p;) 2 —p,. În modelul extins introducem condițiile conjugate 
de mai sus, adică (3$ A3PA3M )> [(p, ^ p,) 2 ^i]. 
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Validitatea formulei pe care o exprimă este echivalentă cu nesatisfiabilitatea nega[iei 
ei. Negat, expresia de mai sus devine: — ((3$ A3PA3M )> (p, ^ p,) > —p,]), echivalent 
35 A3P^3M лр, A р, ^ Ps. 

Ca mai sus, având în vedere cantitatea propozitiilor, putem avea 4 tipuri diferite de 
triade silogistice. Cele 15 moduri silogistice validate de modelul Brentano (extins) au putut fi 
obtinute din cele 5 triade de tipul 4. Se poate aráta cá si de data aceasta triadele de tipurile 2 si 
3 nu pot fi nesatisfiabile. Doar triadele de tipul 1, respectiv cele care contin doar propozitii 


universale, suplimentate cu conditia existentei (reuniunea celor trei condifii de neviditate), pot 
fi, sub anumite conditii, nesatisfiabile. 


Condiţiile de nesatisfiabilitate ale expresiei 3SA3PAIM AVQAVBAVY sunt 
urmátoarele: 
l Triada  silogistică trebuie să conțină două propoziţii universal afirmative şi una 
universal negativă. 
2. Cele două predicate ale propozitiilor universal afirmative (ambele negate în 
transcriptie existentialá) sá fie diferite. 
Aceste conditii sunt satisfácute doar de urmátoarele triade: 


6. -XS AP) —P^-M) —3(5 AM) 
7. Рл) —3(PA—M) a(S AM) 
8. (Рл 5) -XM ^P) a(S AM) 


Cu condiția menţionată, 35 A3P^3M , din cele 3 triade nesatisfiabile obținem, 
corespunzator, 9 moduri valide. 


Din triada 7, de exemplu, obtinem succesiv: 


PaS PaM MaP P/M 
Рам >< PaS MaS M/P 
a) EE =. (DARAPTI, Ш) 
SiM SiM SiP 
PaS SeM MeP S/M 
SeM LE Pas SaM M/P 
Bs. 2 po en re P/S (CELARONT, I) 
PoM PoM SoP 
PaM SeM PeM S/P 
SeM „=, PaM SaM P/S 
9 ———- — — (CESARO, П) 


PoS PoS SoP 


Similar, din triadele nesatishabile 6 si 8 vom obține celelalte 6 moduri valide 
(exercițiu). 

În concluzie, modelul Brentano extins este un model complet în raport cu cele 24 de 
moduri valide ale silogisticii tradiționale. 

Metoda antilogismului (cea restrânsă la primele cinci triade şi cea extinsă la 
următoarele trei) ne oferă totodată un procedeu de decizie pentru acest segment al logicii 
predicatelor monadice: conditia necesară şi suficientă a validității unui mod este ca 
antilogismul său să satisfacă condiţiile de nesatisfiabilitate (cele trei condiții pentru triadele 
nesatisfiabile din care se obțin cele 15 moduri valide ale modelului Brentano, sau cele 2 
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condiţii ale celorlalte triade din care rezultă restul de 9 moduri, validate de modelul extins 
Brentano). 


Modul FELAPTON (Ш), de exemplu, în modelul Brentano devine 


MeP —XM ^ P) 
Mas —3(M ^AS) 
SoP XS A—P) 
Antilogismul sáu este -XM AP) XM ^AS) AS ^ P). 


Este uşor de văzut cá antilogismul său îndeplineşte cele două condiţii de 
nesatisfiabilitate. Şi deci este un mod valid. 
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Capitolul 2 


Logica clasică a propozitiilor ( z, ) 


Ceea ce numim astăzi „logica clasică а propozitiilor’ (£,) reprezintă „numitorul 
comun” al unor perspective diferite de expunere formală a acestui compartiment al logicii 
simbolice. Capitolul de față analizează câteva din aceste moduri de explicitare ale £,: Teoria 


funcțiilor de adevăr (2.1), Tablourile analitice (2.2), Axiomatica (2.3), Deductia naturală 
(2.4), Calculul secvenfilor (2.5) şi Rezoluţia (2.6). 


2.1. Teoria funcţiilor de adevăr 


24.1. Sintaxa £, 

Logica propozitilor reprezintă partea cea mai simplă a logicii simbolice. Dacă în 
silogistica tradițională, aşa cum am văzut în capitolul anterior, ne-am interesat şi de structura 
internă a unei propoziţii (i.e. structura subiect-predicat), în £, această analiză rămâne în afara 


oricăror considerații. Descompunerea unei propoziții o vom face până la obținerea unor 
propoziții elementare şi nimic mai mult. Dacă, de exemplu, descompunem propoziția 
(compusă!) „Studenţii sunt preocupaţi de logică şi vor obține rezultate bune” vom obține 
propozițiile elementare „Studenţi: sunt preocupați de logică” şi „Studenţii vor obține note 
bune”, fără să mai avem în vedere structura internă a acestor propoziții elementare. Aşadar, 


unitățile sintactice nedecompozabile ale / sunt propozițiile elementare. Din propoziţii 


elementare, aidoma exemplului de mai sus, putem construi propoziţii compuse de varii feluri. 
Date fiind propoziţiile elementare „Clujul este un oraș transilvan” şi „A venit toamna” putem 
obține „Nu a venit toamna”, „Clujul este un oraş transilvan sau a venit toamna”, „Dacă Clujul 
este un oraș transilvan, atunci a venit toamna” etc. Aşadar, asupra propozitiilor putem opera 
în diverse moduri. În primul caz am negat propoziţia dată, în al doilea am conectat disjunctiv 
cele două propoziții, iar în cel de-al treilea le-am conectat implicativ etc. 


Logica simbolică а propozitiilor nu se interesează însă de conţinutul propozitiilor (i.e. 
de ceea ce ele exprimă), ci de relaţiile logice posibile dintre ele. Motiv pentru care recurge la 
o simbolizare corespunzătoare şi, implicit, la un nou nivel de abstractizare. Pe scurt, limbajul 


logicii propozitiilor, £, 15 contine urmátoarele categorii де simboluri (i.e. alfabetul): 
1. Simboluri pentru variabile propozitionale: р, 9, ғ,..., Py, Posee Ф, d; ,--. 
Simboluri pentru operatorii logici: AA, v, 5... 


2 
3. Simboluri pentru constante: 1 $10. 
4. Simboluri auxiliare: ), (, ], [, ), (. 


vs L, ” înseamnă logica simbolică a propozitiilor, asa cum este ea explicitată in limbajul expus. 


47 


Simbolurile p, q, r,... denotă așadar propoziţii arbitrare, — este operatorul unar al 
negatiei; ^,v, sunt, corespunzător, operatorii binari: conjunctie, dis juncţie, implicatie?; 1 si 
0 denotă valorile logice „adevărat” și „fals”?. 


Formulă a £,. Acest concept va fi definit pe baza unor reguli recursive, reguli care 


permit obținerea de noi formule din cele deja construite. Prin a, §,7,...,@,,@,... înțelegem, în 
cele ce urmează, formule arbitrare ale L,. 


Definiţia 1. а) Orice variabilă propozițională este o formulă a £,. 
b) Dacă a este o formulă a £,, atunci ^a este o formulă a £,. 
c) Dacă a $i В sunt formule ale £,, atunci de В este o formulă a CL, 


(unde ,, 0” denotă oricare din următorii 10 operatori binari: ^,v, S, C, S, l V e, #°). 
Prin I, A,A ,... vom înţelege mulțimi de formule ale £,. 


Definitia 2. Gradul unei formule este numdrul ocurenfelor operatorilor logici din 
formulă, i.e.: 

a) Orice variabilă propozițională are gradul zero. 

b) Dacă a are gradul n, atunci —a are gradul п+1. 

c) Dacă a si В au gradele n, respectiv m, atunci &» В are gradul n+m+1. 


2.1.2. Semantica L, 


2.1.2.1. Functii de adevar 

Pentru a decupa semnificația integrală a unui operator logic nu este suficient 
nicidecum să ne rezumăm la exemple din limbajul natural. Va trebui ca înțelesul lor să fie 
complet explicitat prin definiții semantice. Aceste definiţii arată, în fiecare caz in parte, modul 
în care valoarea logică a propoziției compuse (ie. a propoziției care contine operatorul 
respectiv) depinde strict de valorile logice ale propozitiilor care-o compun. Să dăm câteva 
exemple. Fie propoziţia „Stiloul este albastru”. Considerăm că propoziţia este adevărată. Dacă 
negăm această propoziţie, atunci vom obține propoziţia compusă „Nu este adevărat că stiloul 
este albastru” sau ,,Stiloul nu este albastru”, simbolic —p, şi care este o propoziţie falsă. 
Invers, dacă р era falsă, atunci —p este adevărată. Corelám aceste valori logice ale propoziției 


compuse, —p , cu valorile logice ale componentei ei, p, într-un tabel sau matrice şi obținem: 


p 7р 

Aici p este argumentul functiei negatie. 
1 0 
0 1 


Aceastá matrice reprezintá definitia semanticd a negatiei. 


La fel putem proceda considerând р: „2 + 2 = 4" si q: „Tabla este neagră”. Dând valori 
logice lui p si 9, în toate combinaţiile posibile, putem construi definiții pentru tog operatorii 


binari ai £,. Să menţionăm câțiva: 


20 expunere in detaliu a operatorilor binari o facem in 2.1.2. 
3 Singurele cu care operám, logica clasică fiind o logică bivalentă, 
“ Din motive tipografice simbolul nonimplicatiei a putut fi redat doar prin #. 
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p |a | р^ p|a| руа P| 4| рэя P|4| р=9 
i fil 1|1| od {|1 1 1|1 1 
| lo] 0 1}o] 1 110 о 10 0 
о 1| 0 o|i| 1 0| 1| 1 0|1 0 
о 10| 0 0|o| о olol 1 0|0 1 


p Şi q sunt argumentele funcţiilor corespunzătoare. 

Cunoscând matricea unui operator, putem construi, corespunzător, definiţia acestuia. 
Conjunctia, de exemplu, este funcţia de adevăr care ia valoarea logică adevărat atunci când 
ambele argumente sunt adevărate. Disjunctia este funcţia de adevăr care ia valoarea logică 
adevărat dacă cel puţin un argument este adevărat. Argumentele implicatiei (2 ) se numesc 
p = antecedent și q = consecvent. Din matricea corespunzătoare rezultă că implicatia este falsă 
doar dacă antecedentul este adevărat şi consecventul fals. In fine, echivalenta (=) ia valoarea 
logică adevărat doar dacă argumentele p, q au aceeaşi valoare logică. Trebuie să remarcăm 
însă următorul fapt: ceea ce intră în discuţie în stabilirea valorii de adevăr a propoziției 
compuse (i.e. în definirea functiei/operatorului) este strict valoarea logică a propozitiilor 
componente si nimic altceva. În caz contrar, propoziția implicativă, construită cu p si q, de 
mai sus, ar fi o propoziţie deloc uzuală în înțelegerea curentă, de genul: „Dacă 2 + 2 = 4, 
atunci tabla este neagră”. Așadar, orice considerație cu privire la sensul propozitiilor este 
eliminată. Acesta este motivul pentru care aceste funcţii se numesc funcții de adevăr. 


Definiţia 1. Funcţia de adevăr este o funcție de la mulțimea valorilor logice ale 
propozifülor componente la valoarea logică а propoziției compuse. (simbolic: 
Лл: A(Pi Pa) > A, (n... р„), unde p este un operator logic). 

Numărul funcțiilor care pot fi construite in logica bivalentă depinde de numărul 
variabilelor propozitionale, n, şi se calculează după relaţia simplă Nrg = pb”). 

Pentru n = 1, numărul funcţiilor este patru, adică: 


Tabelul de adevăr de mai sus are cinci coloane şi două linii. Prima coloană conţine 
asignările făcute variabilei propozitionale p, iar celelalte patru reprezintă funcțiile unare 
corespunzătoare, adică: verum (p), p, —p şi falsum (p). 


Definiția 2. Prin interpretarea unei variabile propozitionale se înțelege asignarea 
(atribuirea) unei valori de adevăr variabilei respective. 

Aşa cum am menționat, dacă cunoaştem tabelul de adevăr al unei funcţii, atunci 
cunoaștem semnificația funcției, respectiv îi putem construi definiția. Din cele patru funcţii de 
mai Sus, € p) este tocmai negația. Negatia este aşadar funcția de adevăr (unară!) care ia 


valoarea logică adevărat dacă p este falsă; fals în caz contrar. La fel putem construi definiții şi 
pentru celelalte funcții unare. 
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Pentru n = 2, Nrg= 2» = 16. Cele 16 funcţii binare distincte sunt redate de ceea ce 


se numește Tabelul lui Wittgenstein ?. 


1|1 1 1|[1[|1/|1|1[1/[1[0/0[0[|0|0/0/0/]0 
110 1 1]1]1|10|[0|0|0]1|1|1|1|0|0|0|0 
0|1 1 1/0|[0|[1/|1/[0/[0|1/1/[0/[0|1.1/0/|0 
0|0 1 0|[1|0|1|10|110|[1|0|[1|[0|1|0|1|0 
T |у|с|р|э|а|=|л|/ |+[-4|#|-д= | lic 

Nr Nr Nr Nr 
Ке Бей ап 2 Е 7o? irm Ta 


Tabelul contine 18 coloane si 4 linii. Primele două coloane reprezintă toate categoriile 
de asignári făcute variabilelor p si q, iar celelalte funcțiile binare corespunzătoare. 
Completarea liniilor o facem după următorul algoritm simplu: in linia întâi (Lj) vom scrie 
alternativ valori omogene al căror număr este numărul total al funcțiilor (16) împărțit la 2, 
pentru linia a doua vom împărți acest număr la 2”, apoi la 2° pentru linia a treia si, în fine, la 
2° pentru linia a patra. Cele 16 funcții binare sunt, corespunzător: tautologia ( 7 ), disjunctia 
neexclusivă (v), implicatia conversá (C), prependenta ( p), implicatia materială (>), 
postpendenta (q), echivalenta (=), conjunctia (^), incompatibilitatea ( / ), disjunctia 
exclusivă (+), postnonpendenta (~q), non-implicatia ( f ), prenonpendenta (—p), 
nonimplicatia conversa (£), rejectia ( 4 ) si contradictia (C). 

Din construcția tabelului se poate observa că funcţiile ф – ф se pot obține, 
corespunzător, din negarea valorilor funcțiilor 9, — @, motiv pentru care incompatibilitatea 
de mai sus se mai numeşte si anticonjunctie, disjunctia exclusivă — antiechivalentá, гејес[іа — 
antidisjunctie etc. 

Tot in construcția tabelului observăm cá ø, este întotdeauna adevărată, qq, este 
întotdeauna falsă, iar celelalte funcţii conțin în matricea lor valori de adevăr neomogene. 
Motiv pentru care putem opera următoarea clasificare a funcțiilor de adevăr: valide 
(tautologii, adevăruri logice), nesatisfiabile (contradicții, falsitáti logice) şi satisfiabile 
(realizabile), terminologie pe care o vom aplica cu referire la orice formulă a L, (asa cum 


vom aráta mai jos). 


2.1.2.2. Dualitatea 

Definitie. Doi operatori logici” se numesc duali dacă matricea unuia se obține din 
matricea celuilalt înlocuind reciproc valorile logice 1 şi O în toate ocurenfele lor. 

Exemplu. Dacă în matricea operatorului = executăm aceste înlocuiri obținem matricea 


operatorului +. 


5 Comp. L. Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus, 5.101. 
* Din motive tipografice pentru celelalte functii vom omite argumentele. 
7 Corespunzător, funcții de adevăr, în cele ce urmează vom considera cele două expresii interschimbabile. 
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Om Orm 
=> OOF 


0 
0 
1 
1 


=O= о 
о- ~ о 


1 
1 
0 
0 


Dacă şi in celelalte cazuri procedám similar, vom găsi următoarele perechi de 
operatori duali: T- C, v—^, D-£, C- 8, /-1 (exercițiu). 

Ceilalți, p,q,—p şi —q, constituie gama operatorilor autoduali. Operatorul unar ^ 
este de asemenea autodual (de ce?). 


2.1.2.3. Procedeul matriceal ca procedeu de decizie in L, 


Definiţia 1. O formulă а a L, se numeşte validă (simbolic: = а ) dacă pentru orice 
interpretare a variabilelor sale a ia valoarea logică adevărat. 

Definiția 2. O formulă а a £, se numeşte nesatisfiabilă dacă pentru orice 
interpretare а variabilelor sale a ia valoarea logică fals. 

Definiţia 3. O formulă & a £, se numeşte satisfiabilă dacă există două interpretări 
ale variabilelor ei în care a ia valori logice opuse. 

Remarcă. In sens larg satisfiabilitatea nu exclude validitatea, œ fiind satisfiabilă daca 
există (cel putin) o interpretare în care @ este adevărată. 


Pentru a constata validitatea unei formule (valide!) procedeul matriceal este unul 
foarte practic, atunci când numărul variabilelor formulei nu este prea mare (mai mare de 3). 


Să luăm un exemplu: 
8 Б 2 4 
a (p.q.r):I p/,4)25 —г1л„(Фу; р) 
Numărul liniilor matricei este 2", unde n reprezintă numărul variabilelor 
propozitionale. Numărul coloanelor este dat de numărul operatorilor logici ai formulei plus 
numărul variabilelor propozitionale. Vom construi aşadar o matrice (tabel de adevăr) cu 8 linii 


şi 9 coloane. Pentru a facilita construcția matricei, putem nota operatorii logici în ordinea 
executării operațiilor. 


oooo--oc 


oorroor, 
O — онон о ~ 


0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


њон о-о -о 
— о-оо о-н 
————O0o0O00 
= => OO 
—o-ooocc- 


, Mentionarea variabilelor, după simbolul ,,@”, nu este necesară. 
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Completarea interpretărilor variabilelor o facem şi în acest caz după algoritmul mai 
sus aplicat (în cazul Tabelului lui Wittgenstein), numai că aici avem, corespunzător, coloane, 
nu linii. 


Coloana ultimei operaţii menţionate, A,, reprezintă valorile logice ale formulei a, 


6? 
pentru toate cele 8 interpretări ale variabilelor sale. Aşa cum ne arată matricea, avem o 


formula satisfiabilă / realizabilă. 


Să mai luăm un exemplu. Fie f: ((p^—r)/a4]2 (p J -4)2 р]. 
Facem, corespunzátor, matricea, fárá a mai numerota operatorii logici. 


1111110 0 1 0|0 1 1 1 
111101 1 0 0|0 1 1 1 
1|0|1{0 0 1 0|1 0 1 1 
1|0]0{1 1 1 0|1 0 1 1 
0111110 0 1 1|0 0 1 1 
0 1/[0|1 0 1 1|0 0 1 1 
0|0]1/0 0 1 1|1 0 1 1 
0|0|0|1 0 1 1|1 0 1 1 


Cum coloana finală a matricei formulei f conţine o serie omogenă de valori de 1, 
rezultă cá В este o formulă validă. 


Formule valide remarcabile ale £, 

Prezentăm mai jos câteva tautologii remarcabile ale £,, cu referire la operatorii 
menţionaţi în frontul fiecărei grupe (—,A,v,2,2). În dreptul fiecărei formule vom specifica 
denumirea uzuală a tautologiei respective în £, . 

(=) 1. —.—p=p; k=0,,2,..; 1 şi 2 Eliminarea negatiilor multiple 

2, a9.—pz-p; k=0,1,2.... 


(^) 3. (p^p)sp;idempotenta conjunctiei 
4. (p^q) = (q ^ p); comutativitatea conjunctiei 
5. [ p^(g^ г) = [(p ^q)^ 2 ; asociativitatea conjunc[iei 
6. [p^(a v )] s [(p^a)v(p^r)]; distributivitatea conjunctiei (in raport cu 
disjunctia) 
т. [рл(руа)]= р; 7 – 9 absorbţia conjunctiei 


8. [рл(рла)]=(р^лд) 
9. [p^ (av —a)] р 
10. (p^4)2 p; 10- 13 atenuarea conjunctiei 


pA4)>(p>a) | 
рл9)= (Уру ~q); 14 si 15 legile lui De Morgan 


(p ^a) 

12. (p^ q)2 (pv a) 
(p ^a) 
(р лд) 
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15. «(p^ a) e (^p v =q) 
16. —(p л-р); principiul noncontradictiei 


(v) 17. ( PY p)= р; idempotenta disjunctiei 
18. (pv q)s (qv p); comutativiatea disjunctiei 
19. [p v(av r)| = [( ру q)v r] ; asociativitatea disjunctiei 
20. [p v(ga г) = [( pw 4)^ (p м r)] ; distributivitatea disjunctiei (in raport cu 
conjunctia) 
21. [pv (pv a)] 5 (p v д); 21 — 23 absorbţia disjunctiei 
22. [pv(p^a)]z р 
23. [руа ^а] = р 
24. рэ (р м а); 24 si 25 introducerea disjunctiei 
25. q S (pv) 
26. (pv q) (p A —q); 26 si 27 legile lui De Morgan 
27. «(pv a) e Cp ^^) 
28. p v —p ; principiul tertului exclus 


(>) 29. рор; reflexivitatea implicatiei 
30. (( p24)^(g5 r)] >( p> ғ); tranzitivitatea implicatiei 
31. [p > (a2 r)] [(p ^a) r]; legea importatiei / exportatiei 
32. [p 3(a2 r)]] s [a > (p > )]; permutarea premiselor 
33. [p 2 (p 2 q)s (p 2 q); absorbtia implicatiei 
34. [p 3(a 5 r= [р> а) > (p > r)]; autodistributivitatea implicatiei 
35. (рэд)= (~g >-p); 35 — 37 legi ale contrapozitiei 
36. (4p > a) =(-9 > p) 
37. (p> 7q)=(q>-9) 
38. p (q> р); 38 si 39 paradoxurile implicatiei 
39. 5p > (p 4) 


40. p S (7p >q); ex falso quodlibet 
. (p2a)9 [(p^r)» а]; 41 – 44 atenuarea implicatiei 
42. (pagal > р) 6 5 4)] 
. (»24)2|(a27)5 (» >r) 
44. (p2 a) (pv r) 2(av.r)] 
45. [p ^ (p > q) Dq ; modus ponens 
46. p> (p Dq)> q]; modus ponendo ponens 
4T) p > [(g 2 —») > 74]; 47 şi 48 modus tollendo tollens 
48. [(p > a)^ ^d] 2» 
49. (p 24)^ (p > q)] 2 4; dilema constructivă 
50. (p 2 ~р)> —p; 50 - 52 reductio ad absurdum 
51. (^p >p)>P 


53 


52. (р> a)^(p 2—a)]2 -p 
53. (p > 4)2 p]> p ; legea lui Peirce 


(=) 54. p= p; reflexivitatea echivalentei 
55. (p =q) > (а = р); simetria echivalentei 
56. (p =а)л(а = ғ)|> (p =r); tranzitivitatea echivalentei 
57. [p =(а  r)] 3 [(p =q) =r]; asociativitatea echivalentei 
58. (p 2 q)s (^p 2 9); 58 si 59 contrapozitia echivalentei 
(7p 2a)2 (ps д) 
ро 4); 60 $1 61 atenuarea echivalentei 


2.1.2.4. Relaţia de consecinţă semantică 
Pentru explicitarea intelesului acestui concept să dăm mai întâi un exemplu. Fie 


următoarele formule ale £,: @: (p = q) (p^ q), B: (p ^9)> —r şi Y:pvq. Sá prezentăm 
їп tabelul de mai jos matricea celor trei formule. 


oOorr OOF 
=> = OO O OO н н 
O OO OO O—=_ 
O ORB ~ ~ OO 
= о-о - о ~ о 
= ке ка ка ше ка — (C 
оо ке к= кеэ кэ ке m 


1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 


O — Or OF OF 


Pe baza acestei matrice putem observa că de ori câte ori formulele a si Д sunt 
simultan adevărate si formula y este adevărată (conversa nefiind valabilă). În acest caz vom 
spune că formula y este o consecință semantică a formulelor @ si fj. Mai putem constata că 
de ori câte ori @ este adevărată și / este adevărată (reciproca nefiind nici în acest caz 
valabilă). $1 în acest caz vom spune cá J este consecință semantică a lui a. 


Definiție. Fie 0,,..,0,, formule ale £,. В este o consecință semantică a 
formulelor @,,...,0@, (simbolic,,...,@, = B) dacă pentru orice interpretare a variabilelor 
propozitionale care apar in 0,,..,а,, В, formula В este adevărată de ori câte ori a,....,&, 


sunt simultan adevărate ( Œ ,..., œ, sunt premisele iar В este consecinţa lor semantică). 
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Exercitii 

1. Se dau următoarele formule ale £,: a, (p=q)>(p>q), &,:(p^a)2(p2 ад), 
a,:(pvq)>(paq), a.:(p2a)5[(p^r)2q]. Stabiliti cazurile in care relatia 
de consecință semantică are loc. 

2. Ce putem spune despre relația œ ЕД dacă feste o formula validă a £,? Dar 
dacă f) este o formulă nesatisfiabila? 

3. Construiti o demonstraţie pentru următoarele enunturi: 
a) Dacăk a sik ао В, atunci ¢ Д. 
b) DacáF a $ Е а= В, atunci ЕД. 

4. Argumentati cá urmátorul conditional are loc: 
Pentru n21:%,...0@, FA ddacá à, ^... ^a, F f. 


2.1.2.5. Scheme deductive cu operatori ai L, 
Din cele 16 functii de adevár binare, 10 pot figura in scheme deductive valide. 
Celelalte şase (p, 4, =p, —4 , Т, C), numite şi funcţii degenerate, nu exprimă propriu-zis 


corelaţii logice între argumentele lor, motiv pentru care nu pot construi scheme deductive 
valide. Sá considerám їп continuare cáteva exemple de scheme valide. 


Cu ajutorul implicatiei materiale putem construi urmátoarele scheme: 


pq pq P| 4| poa 
Pe uides. A бл, 
q —p 1 1 1 
modus ponens modus tollens 1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 


Verificarea validitátii lor o putem face fie construind o formula implicativá de genul 
premise > concluzie, pe care-o verificim cu ajutorul procedeului matriceal, adică 
[(p >q)^ p]2 q, fie o justificám pe baza matricei (i.e. definiției semantice a) implicatiei. in 
acest din urmă caz, alegem din matrice liniile care stipulează condiţiile din premisele schemei, 
adică р=1 şi (p > q)=1, respectiv doar prima linie. Pentru concluzie ne rămâne o singură 
alegere, q =1. La fel putem justifica şi modus tollens. 


În schimb, următoarele scheme sunt nevalide (de ce?): 


pq p2q 
р — ——4. 
q р 


Cu incompatibilitatea putem construi alte scheme deductive: 
p/q p/q 


p sau 4 
^q ^p 
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Exerciţii 

1. Se dau următoarele definiții: 

Def. 1. O formulă a Е, este satisfiabild dacă există două interpretări distincte ale 
variabilelor sale astfel încât formula ia, corespunzător, valori logice distincte. 

Def. 2. O formula a С, este satisfiabild dacă există cel puţin o interpretare în care 
formula este adevărată. 

Def. 3. O formulă a £, este satisfiabilă dacă formula nu este nesatisfiabilă. 

Ce raporturi logice putem stabili între cele trei definiţii? 

2. Unele funcţii din tabelul lui Wittgenstein exprimă raporturi de condiționare 
(5,6241 şi T), altele exprimă raporturi de opoziţie (negatiile funcţiilor precedente) iar 
altele exprimă raporturi mixte (р, q, —p şi —q). 

a) Arátati că funcţiile p, q, —p şi —q exprimă raporturi mixte (i.e. pot fi redate, 
fiecare, ca o conjunctie dintre o funcţie care exprimă un raport de condiționare şi una care 
exprimă un raport de opoziție). 

b) Verificaţi, prin transformări sintactice adecvate, că relațiile respective au loc. 


a 


3. Construii toate schemele valide in care figurează operatori binari ai C,. 


Argumentati validitatea lor. 
4. Formula[i concluzia, în termenii incompatibilitátii, pe baza următoarelor premise: 
(р/4)/[(р/р) / (q/a)] 
4/4 
5. Construiti douá scheme deductive valide, una їп care una dintre premise este 
—p D q, iar cealaltă in care una din premise este p > =q. 
6. Formulati concluzia, in termenii rejectiei, pe Бата urmátoarelor premise: 
(рл) V (pq) 
(р/р)/ (р/р) 
7. Explicitati simbolic ideea excluderii covalentei propozitiilor. 
8. Să se determine, în termenii rejectiei, cea de-a doua premisă împreună cu care 
expresia de mai jos poate constitui o schema deductiva valida. Formulati concluzia. 


(p/p)/ (4/4) 

9. Constituie următoarea combinație de premise o schema deductivá validă? De ce? 
p/p 
р/(9/9) 

10. Ce concluzie se poate formula, în termenii rejectiei, ре baza următoarelor premise: 


(p p)lallt pb p)la] 
(pl p)lipip) 
11. Construiti o schemá deducti vá validá in care premisele sunt 
(p 2 4)2 -(a 5 p) 
p/p 


2.1.3. Transformári echiveridice in L, 


2.1.3.1. Conceptul echiveridicitatii 
Vom ilustra mai întâi ideea de echiveridicitate, pe baza câtorva exemple simple. 
a) Fie următoarele două formule ale L: 


a: palavr); B:(prgq)v(par) 
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Sá vedem ín ce relatie logicá se aflá ele, comparánd matricele: 


(p ^a)v(p^r) 


OOOO –- – =. 
O O- -O0 m —– 
OorOoOrorore 
O = me =e O mema 
ооооо н -– -– 
оооооо нн 
оо ооо н о н 
ооооо н н н 
— м ке ма ыш „ы ш ы 


Vom constata cá valorile din coloana finalá (respectiv valorile acestor functii de 
adevăr pentru asignárile corespunzătoare) sunt identice. Vom spune cá а si J sunt formule 


echiveridice. 


b) Fie acum formulele @: p> q şi f':—p v q . Similar, 


ра рэд | “P| -pva| &= 


о-о = 


0 
0 
1 
1 


оо - 
- m о 
— pb pao pd 


Si în acest caz este valabilă constatarea de mai sus. 


c) În fine, considerăm formulele: a:[(p/q)+ —r]> [(р A-7q)> ~q] si 
B:Asv-s)>[(p { q)Ant ]. 

Fără să facem matricele corespunzătoare putem constata cá ambele formule sunt 
valide: prima este o implicatie cu consecventul adevárat iar a doua o implicatie cu 
antecedentul fals. Si in acest caz cele douá formule sunt echiveridice. 

Să construim acum o definiție pentru conceptul echiveridicitátii. Fie p,,...,p, (n 21) 
toate variabilele care apar într-o formulă @, fie q,,....q,, (т> 1) toate variabilele care apar 
într-o formulă f. 

Definiţie. Formulele a şi se numesc echiveridice (sau semantic echivalente) dacă 
pentru orice interpretare dată variabilelor p,,..,q,, ele iau aceeaşi valoare logică (simbolic 
@ eq В). 

Remarcá 1. Pentru a fi echiveridice formulele nu trebuie să conţină neaparat aceiași 
operatori logici (comp. exemplul b) sau aceleaşi variabile (sintactic sau numeric) (comp. 


exemplul c). 
Remarcá 2. Echiveridicitatea nu trebuie confundată cu operatorul echivalență, „=“, 


din Tabelul lui Wittgenstein. Aceasta este un operator binar al limbajului obiect care, pus între 
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două formule, a si J, formează o nouă formulă mai complexă œ= fj a limbajului obiect. 
„Eq“ este, în schimb, un operator binar al metalimbajului care, pus între simbolurile @ și 5, 
generează expresia ,,@ eg В“, în care Œ si В sunt termenii relației „eq“ si nu formule ca atare 
(a înseamnă „formula œ“, iar fj „formula В“). Fireşte, aşa cum am constatat din exemplele 
de mai sus, între „eq“ şi „=“ există următoarea relaţie: 

@ eq В ddacă a= В este o formulă validă (ie. = a= В). 

Aşadar, două formule a $98 ale £, Sunt echiveridice ddacă ele sunt logic 
echivalente, adică pentru orice interpretare a variabilelor lor ele iau aceeaşi valoare logică şi 
deci! a= fj. 

Echiveridicitatea are următoarele proprietăţi: 

1. Refl: @ eq a. 

2. Sym: Dacă @ eq D, atunci f eq a. 

3. Trans: Dacă a eq В si B ед y atunci & eq y. 


2.1.3.2. Operatori fundamentali, operatori derivati 

Definiţia 1. Un operator logic introdus cu ajutorul unei definiţii semantice (matrice) 
se numeşte operator fundamental (la fel putem spune, corespunzător, despre o funcție de 
adevăr). 

Definiţia 2. Un operator logic introdus cu ajutorul unei definiții sintactice se numeşte 
operator derivat (respectiv o funcţie de adevăr derivată). 

Exemple: p> q=y PVY q; PIq=y opv-q etc. 

Fie, în cele ce urmează, o mulțime M = 10: O, ), n 2], de operatori fundamentali. 

Definiţia 3. Un operator О, se numeşte funcţional independent de ceilalţi operatori 
din multimea M dacá el nu se poate defini sintactic prin ceilalfi operatori. 

Definitia 4. O multime de operatori fundamentali M = {0,,...,0, } n21, se numeşte 
independentă dacă fiecare operator este funcțional independent de ceilalti operatori. 

Exemple 

1. Fie M =). M nu formează o mulțime independentă, deoarece A se 

poate defini sintactic prin ^ şi v: 

р^9=4 (p v4) 
Similar, v se poate defini prin ^ si ^. 
2.M =f} este independenta. 

Argument. Trebuie să arătăm cá operatorul ^ nu poate fi definit doar cu operatorul — 
şi invers. Din variabile si din negatie putem construi doar formule de forma 
P,P, ——p,—..—p еіс. Aceste formule sunt ће echiveridice cu p, fie cu —p, ре baza 
formulelor 1 şi 2 din 2.1.2.3. 

Cu ajutorul negatiei se pot construi aşadar numai acele funcţii binare care sunt 
echiveridice fie cu p, fie cu q, fie cu —p , fie cu ~q , adică: 


P| | Ф(р,а) | e.(p.a) | e(p.a) (p.a) 


——oOo0o 
- о-о 


1| 1 1 1 
1|0 1 0 
0| 1 0 1 
olo 0 0 
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Întrucât nici una din aceste funcţii nu este echiveridică cu conjunctia, conchidem cá 
operatorul ^ nu poate fi definit doar prin intermediul negatiei. Similar, — nu poate fi definită 
doar cu ajutorul ^. Cu ajutorul ^ nu pot fi construite decât formule de forma 
р^р.р^...^р, toate fiind echiveridice cu p. 


2.1.3.3. Completitudine funcțională 

Definiţie. O mulțime M de operatori fundamentali se numeşte functional completă 
dacă orice alt operator al L, se poate defini prin operatorii mulțimii M. 

Vom da în continuare câteva exemple de mulțimi funcțional complete de operatori 
logici: M, = (A), M; =v}, М, =>}, M, ={/} si М, ={L}. Vom considera їп cele 
ce urmează doar urmátorii operatori din tabelul lui Wittgenstein: л,у, о, =,+,/, l. 


M,- A) este funcțional completă M,= {av} este functional completa 

pv q eq (рл) p^q eq (руа) 

p 24 eq Mp ^) p2qeq-pvq 

p=q eq —(p amg) ^a a-p) p =q eq [^p v a) ^^a v p)] ea 
^ (Cp v a) v (ау p)) 

p+q eq -d-(p^-a)^-(a ^-p)] p+q eq “(pv a)v -q v p) 

plq еа—(рла) p/q eq —p v —q 

pla eq —p^-q pia eq -(pv 4) 


M,= fh >} este functional completa 
p^q eq Ap 24) 
рма ед род 
=q eq [(p 2 a) ^(a5 p) ea A(p> 4) > a2 р) 
p+q eq lp 24)2-(a^ p)) 
pla eq p>—q 
pla eq ^p 54) 


M,= {/} este functional completa 

—p eq p/p 

p^q eq —(р/4) eq (p/q)M(p/q) 

pv q eq (p! р)/(д/д) 

p>q еҷ —pva eq р/(4/4) 

p=q ea (р/9)Л(р/ р)/(д!4)] 
p=a еа (p^a)v(Cp^—a) ea (-(prg)a—(-4pannq))] ea 
-((p/a)A(opr/—a)) ea (p/4)/(—p/—a) ea (p/ а)/[(р/ р)/(9!4)). 

p+q eq Îp/(a/a)/la/(p! p)] 
р+я еа (p^—a)jv(-p^a) eq  d-(p^oa)^—(^7p ^a) ед 
p ^)! -p ла) ea (p/—a)/Cwp!a) ea [p /(a/a)/l(p/ р)/4] 

pa ea [(p/ p)i(a! a)! р)/(4/4)] 
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pla eq —Apva) eq —p^-q eq mpag) eq —A—p/—q) eq 
(p! р)/(а/ a)) ea [(р/ р)/(а/ (р! pa! a)] 


М; -(1] este functional completá 
=p eq pip 
p ^q eq (p | р) (a 14) 
руа eq (рі) (pta) 
рэч eat(p i р) ali t(p i pia) 
p=a eal(pi pi aM t(a 1a) р] 
p=a eq (p>q)A(q> p) eq Cpva)^(^av p) ea ^ 1a)^—a V p) 
eq str t a)y Ca р) eq (pta) Ca V p) eq 
((p 4 p) 5 ado t(a a) p] 
p*q eat(p V p)ila Lai (pa) 
p*q еа —(parq)atapaq) eq ——{—(рлч)л-(—рл-4] eq 
—(^p va)^(p v a)] ea Aap v ^4) v Xp v 4)] ea 
At^» 1а) (p La) еа Gp bg)! (p La) ea t(p + p) 4 (qt ai (p 1a) 
pla eq pag) eq -ру-ф eq (ру) eq A-pl-—q) eq 
(=p Lag) V (^p bq) eat(p i p)4 (a 1 a)M o tp V pN (a a). 


După cum am arătat mai sus, operatorii / şi | pot reda, fiecare, orice alt operator al 
©. Mai mult, demonstrăm următorul rezultat. 


Teoremă. Operatorii / sil sunt singurii operatori binari care pot constitui, fiecare, 
mulţimi functional complete de operatori fundamentali. 

Demonstraţie. Presupunem că о este un operator binar, altul decât / si J, prin 
intermediul căruia orice alt operator poate fi definit. Fie p şi q două variabile propozitionale. 
Dacă pentru p=1 şi 4=1 vom avea род =1, atunci orice formulă construită din p, q şi 
operatorul © ar lua întotdeauna valoarea logică 1 dacă variabilele propozitionale p si q ar lua 
valoarea logică 1. În acest caz negația n-ar putea fi definită cu ajutorul acestui operator. 
Similar, dacă pentru p=0 şi q=0 vom avea рд = 0, atunci orice formula construită 
numai din variabilele p şi q şi operatorul о ar fi întotdeauna falsă, dacă ambele variabile iau 
valoarea logică fals. Nici în acest caz negația n-ar putea fi definită utilizând doar operatorul о. 
De aici rezultă cá pentru a putea reda negația matricea operatorului о trebuie să aibe 
următoarea formă: 


о-о ~ 


1 
1 
0 
0 


Dacă їп ocurentele rămase (liniile 2 şi 3) vom pune 1, 1 respectiv 0, 0, atunci уот 
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combinare ale valorilor logice, respectiv 0, 1 sau 1, 0, vom obține, corespunzător, —p si —q, 
adică poq eq —p si peg eq —q. În aceste din urmă cazuri ar însemna că operatorul binar 
o poate fi definit doar cu ajutorul negatiei. Am văzut însă mai sus că negația nu poate forma, 


singură, o mulțime functional completă de operatori fundamentali (conjunctia n-a putut fi 
definitá doar cu ajutorul negatiei!). 


2.1.3.4. Demonstrafii de completitudine funcțională 

În paragraful precedent am văzut că anumite mulțimi de operatori pot „traduce” 
echiveridic orice alt operator. Ele au fost numite mulțimi functional complete. De data aceasta 
vom demonstra câteva rezultate cu privire la completitudinea funcțională. 


Teorema 1. M =f} este functional completă. (Echivalent: orice funcţie de adevăr 
a £, poate fi generată de o expresie care confine strict operatorii negatie şi conjunc[ie ). 

Demonstraţie. Fie a(p,,.-., p.) o functie n-ará de adevàr. Dupá cum stim, matricea 
unei asemenea funcţii va confine 2" linii, corespunzătoare celor 2" interpretări diferite ale 
variabilelor sale. Numerotám aceste interpretări de Ja 1 la 2". Fie acum o funcție f, definită 
astfel: fa = Py, dacă p, =1 

T = —р,, даса Р, =0, 

unde i enumeră interpretările (i  1,...,2^ ), iar k enumeră variabilele funcţiei (k =1,...,n). Din 
construcția acestei funcţii rezultă că, în interpretarea i, f, este adevărată. 


Construim acum o funcţie g,, corespunzătoare unei interpretări i, astfel: 
E = Fu AA fa 
Din definiția funcţiei f, şi din definiția semantică а conjunctiei rezultă că funcția g, 
este adevărată în interpretarea i. Însă g, este totodată falsă în orice altă interpretare, diferită 


de interpretarea aleasă, i. Acest lucru rezultă din faptul că într-o interpretare j, diferită de i, cel 


putin o funcţie f, are un argument care diferă de valoarea de adevăr pe care p, o ia in 
interpretarea i; adică funcția f, ia valoarea logică fals şi cu aceasta întreaga conjunctie 
fa ^^ fin devine falsă. 


După cum funcţia @(p,,..,p,) este sau nu o formulă validă a £, vom avea, 
corespunzător, următoarele două cazuri: 


1. a(p,,....p,) ia valoarea logică adevărat pentru toate cele 2" interpretări, adică este o 
formula validă. În acest caz а(р,,...‚ p,) poate fi scrisă, echivalent / echiveridic in forma: 


—(р, Aap, )A-(p, ^p) A... ^p, ^—p,). Si astfel, functia a(p,,...,p,) a fost definită 
utilizând doar — şi A. 


2. o(p,...., Pa) nu este o formula valida. in acest caz fie bs 


т 


cele т interpretàri їл саге 
ct p,,..., P, ) ia valoarea logică fals. Construim acum o f unctie de adevar A astfel: 
h — gg, ^^, 


Funcţia h va fi falsă doar dacă cel putin un conjunct este fals, echivalent, doar dacă cel 
putin o funcție g, (r=1,....m) este adevărată. Echivalent, funcția h va fi falsă într-o 


interpretare i, în care şi a(p,,..., D.) este falsá, motiv pentru care vom pune o(p, esu p.) h. 


Si deci şi în acest caz funcţia a(p,...., p.) a fost definită doar pe baza — şi A. 
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Să revenim acum cu explicaţii si exemple la teorema de mai sus. 
Să presupunem că funcția de adevăr (i.e. formula) considerată este a(p,q)= (р,=р,) 
a cárei matrice este: 


Р, P2 P = Р; iz1,.,4 
— k=1,2 fa = P, dacă p, =1 
i 1 1 1 fa = Pa» dacă p, =0 
i, 1 0 0 
i, 0 1 0 
i, 0 0 1 


Avem, așadar, pentru linia întâi: f,,=p,, Л, = Р; pentru linia a doua: fj = р, 
fo. =p, pentru linia a treia: f, = —p,, fj = р, ; pentru linia a patra: f,,=—p,, fa =P. 
Iar acum funcția g; = є, AA fa: 

i=l: gi > fu ^f = р лр, =1л1=1 

i22: 8 fu N fa = Pi Ap, =1Л1=1 

i23: 83 = fy A fy SP ^p, =1л1=1 

і=4: gu > fa A fa =P, ATP, =1л1=1 

Aşadar, funcţia g; este adevărată în interpretarea i. Să arătăm că g, este falsă în orice 
altă interpretare. Să luăm funcția  g, citită în interpretarea 1. În acest caz, 
2, =P, Ap, =1^0= 0 (deoarece în interpretarea 1 p, =1 şi deci —p, =0). După cum 
rezultă din acest exemplu, funcţia g, este falsă în orice altă interpretare, deoarece cel puțin un 
conjunct al funcţiei g, este fals (deoarece există cel putin un k astfel că p, ia valoarea logică 
opusă valorii ei din interpretarea i) şi astfel întreaga conjunctie este falsă. 

Pentru cele două cazuri mai sus menționate: 

l. o(p,-.p,) este validă. Fie a@(p,,P,)=(p,>p,)>(-p,>-7,) eq 
Gp, v p4)v (p. м=р) ea (p, ^p.) v (Pa vp.) ea (pi v P2 v0) ^ opi v p; v p.) ea 
(p, v ^p.) ^ (p, v рз) ea —(р, ^p )^ p, A—p2). Si deci абр, p,) a fost definită doar 
prin intermediul — şi ^. 

2. «(р\›...‚ p, ) nu este validă. Fie a(p,, pa, рз): Ур = Р›)^ рз]. 


p |р, |р, nsnm | (р=р,)^р, |У =р,)лр,] 


о о-оо н н 
о-о Сс = С) н 
=- = о о о о -– m. 
о — со 9999 н 
— © = = m me — о 
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Cele două interpretări in care @ este falsă sunt prima şi a șaptea; le renumerotam i, si 

i,. Construim acum funcția A = -—g, A... ^-g, » adică 

h = 8, ^^. = Mni A Pz ^р,)л—(—р, ^p; A ру)=а(р\, рз, ру). Sá arătăm 
acum, prin transformări sintactice, cà a(p,, pz, pi) poate fi redată în expresia de mai sus, care 
contine doar operatorii — şi A. 

AD, p2:P3)=-Alp, = p)^p] еа  —tt(piApz)vlopAopa)lAps) eq 
Ap, ^ p: ^ Ps) Y (Op, A=: ^ ps )] ea UP, A р, ^ ps) ^B, AAP, A ру). 

În cazul funcţiei a(p,, р) = (p =q) procedăm similar. 

Adică h= 78, A78;, =-(р, Apa) Ap, 5 p,)eq (=p, Y р:)^(р y p) eq 
(p > p2)^ (P3 > n) ea А = Pz- 

Teorema 1 exprimá un rezultat fundamental cu privire la completitudinea functionala a 
mulțimilor de operatori. Fiindcă conjunctia poate fi definită utilizând — si v sau — şi 5 
(i.e. (p ^9)=, -^p v ~q) =y Xp 2 д), rezultá cà M =} si М = h >) formează, de 
asemenea, mulțimi functional complete de operatori. Mai mult, definițiile —p —, р/р şi 
р^9=4 (р/а) пе arată cà M = {/) formează o astfel de mulțime functional completă. Таг 
definițiile ^p —, p lp si PV =y E 4а) пе arată că şi — si v pot fi reduse la 1l. Si 
fiindcă М = (^v) este o mulţime functional completa de operatori, rezultă cà şi M ={l} 
formează o astfel de mulțime. 

Cum M = (A) şi M -(^v) sunt mulțimi functional complete, conchidem că 
M = fa, v) este funcțional completă. Deşi acest lucru rezultă cu claritate din cele de mai 


sus, vom demonstra acest fapt într-o teoremă al cărei rezultat este paralel celui conținut în 
Teorema 1. 


Teorema 2. М (^v) este functional completă. (Echivalent: orice funcție de 
adevăr a £, poate fi generată de o expresie care conţine strict operatorii negatie, conjunc|ie 
gi disjuncţie). 

Demonstraţie. Vom considera din nou funcţiile f, şi g;, aşa cum au fost definite în 
Teorema 1. După cum funcția a(p,,..., р„) este sau nu o formulă nesatisfiabilă vom avea, din 
nou, două cazuri: 

1. ap... р„) este o formulă nesatisfiabilă. În acest caz a( Des p,) poate fi scrisă 


echivalent / echiveridic în forma: (p, ^—p,)v (p, ^—p;) v... v(p, ^p, ). 

Exemplu. (p, Pn): "Mp. > p2)^ (P: > P3) 2 (ру > Pad} 

—{(р, > p2)A (p: >p)P (p, 2 5) ea ^on v p)^Cp; v Ps Jv n v p)) 
еа [on v p)^Grvp)^-^nv5) ea [pv p)ar v papa eq 
(=p, ^p; ^ P, Amp) v (AP, ^ ру ^ р, Amps) v (р, ^p; ^ Pi ^7.) (pa A ру ^ р, Amps) 
eq (p, Ap, )v (p ^ 70.) v (р, л-р) (р, ^P.) ea (pi ^p.) v (p: л-р) (p Ap). 


2. «(р,,..., p,) este o formulă satisfiabilă (în sens larg). In acest caz, din cele 2" 
interpretări vom alege, de data aceasta, acele interpretări (i.e. linii) în care a( Pes p.) ja 


valoarea logică adevărat. Fie i,,...,i, toate aceste interpretări. Construim acum o funcţie 


63 


h'-g, Vv... B, 
si punem, simplu, @ a aD, ; =H. 

Exemplu. a Disi р,): m =р,) ^ Ps); adică formula luată la exemplul Thl, cazul 
2. in acest caz a(p,,...,P,)=h" = 

(p, ^ Pa ^ рз) v (Pi лр ^ p) v (p, ^p APs) ¥ (AP, A р; ^ ру)у (Op, ^ P, ^—р,)у 
v(Ap, Aap, ^—p,). Putem verifica acest lucru, obținând acelaşi rezultat prin transformări 
sintactice corecte ale formulei оЌр,,..., pa). 

(pi =р,)лр,] ea лр) Gp, Amer) ps) ea Bip, ^ Py) AGP, A=», )]v =p, 
eq [(—р, v =p, )^ (p, v p,)lv =p, eq (=p, ^ p)v p, ^ P2)v (p, ^ D)v (^p, ^ р.) m 
eq (=p, ^p;)v(p, ^A =P) V >P; - 

Pentru a ajunge 1а rezultatul cáutat va trebui ca ín fiecare disjunct sá introducem 
variabilele care lipsesc. In exemplul nostru, in primi doi disjuncti lipseste variabila p, iar in 
ultimul lipsesc variabilele p, si p,. Dacá D este disjunctul considerat, atunci introducerea 
unei variabile p; se face după următoarea relaţie: 

D eq D ^(p, v—p,) ea (D^ p) v(D ^—p;). 

Faptul că această relaţie are loc este ușor de remarcat. Căci p; v =p; ia întotdeauna 
valoarea logică adevărat, iar adăugarea unui argument adevărat unei conjunctii (D fiind о 
conjunc[ie de variabile propozitionale negate sau nenegate) nu-i alterează valoarea de adevăr. 

Pe baza acestei relații avem: 

=p, A p, eq (=p, ^ Р,)^ (р, м-р,) eq (^n, ^p^ р,)У (^5 Ар, ^-^pj) 

P, Apa €q (p. лр, ^p,)v (p ^p; APs) 

^p, eq (^p. ^ n) v (=p, ^ ^p.) eg 

eq (4p, Ap, ^ P2) V (p, ^p, AnP) y (7p, лр ^ p,)v (p, AP, Apa) 

În fine al pi- Pa) = (=p, ^p^ р)“ (=p, ^p^ —p)v (р, NOD ^ p,)v 
v(p, ^p; ^3) v (p, ^ pa ^—b,) v (Ap, ^P, ^-P,). de unde, prin  reordonarea 
disjunctilor (pe baza comutativitatii), după ce am eliminat disjunctii care se repetă, obținem 
rezultatul dorit. 


Exerciţii 

1. Se dă următorul sir de valori de adevăr, care reprezintă valorile unei funcţii de 
adevăr binare @(p,, p,), în asignarea standard: 1100. 
a) Să se determine, pe baza Th 1 şi Th 2 de mai sus, două expresii, una care contine strict 
operatorii — şi A iar cealaltă operatorii —, ^ şi v şi care pot genera funcţia dată. 
b) Să se demonstreze, prin transformări sintactice corecte, echiveridicitatea a(p,, р,) eq p, 
în ambele cazuri. 

Solutie. al Pi» р,) este prependenfa, adică 


Р, Р; «(р,, pi) 


O = O ~ 
оо н – 
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a) În acord cu Th 1, @(p,,p,)=h=—(-p, ^ p; )^ (р Ap»), iar în acord cu Th 2, 
alp p) = =(P, A p3)v (p, ^04). 


b) (рл p;) (p. A—p2) ea (p. v ^r.) ^(p; v p.) ea piv (p A —p2) ea pi. 
Similar pentru cealaltá expresie. 


2. Aceleaşi cerințe ca la exerciţiu 1 pentru funcţiile ap, q si ^q. 


3. Se dau urmátoarele functii de adevar: 

2°: [( [(р/а) )>-r]L ( (par) 

o, :[(p+q)> rt (pL -g)v 7] 

a, :[(p/q)> rly (par) 

a, :l(p3a)n(par)l>(pvr) 

a, (pea) S (pa) ^C v 4) 
a) Construiti matricele acestor functii de adevar. 
b) Determinati, în fiecare caz, două expresii, una care confine strict operatorii — şi ^ iar 
cealaltă operatorii —, A şi v şi care pot genera funcția dată. 
c) Verificaţi acest fapt prin transformări sintactice adecvate. 
d) Pentru a, кшш o tal echiveridică in care operatorul ,, 4" nu mai apare; pentru 


œ, una în care „+” şi ,, 2 nu mai apar; pentru @,, o expresie care nu conţine aY ' jar 


pentru @, şi @, construiți expresiile echiveridice corespunzătoare care nu contin ,, 2 ' 


2.1.4. Procedee de decizie in L, 


Aşa cum am văzut în paragraful 2.1.2.1, formulele £, pot fi formule întotdeauna 
adevărate (valide), uneori adevărate (satisfiabile) sau niciodată adevărate (nesatisfiabile). În 
practică este necesar ca, de fiecare dată, să putem spune cărei clase Îi aparține o formulă 
oarecare a L, . Înainte de toate ne interesează să putem decide dacă o formulă a £, este validă 
sau nu. 

Definiție. A decide în L, înseamnă a găsi un procedeu efectiv prin care, într-un 


număr finit de paşi, să se poată stabili dacă o formulă arbitrară a £, este validă sau nu. 


Asa cum vom vedea mai jos, prin aplicarea oricáruia din procedeele descrise vom 
putea stabili, în cazul în care formula este nevalidă, dacă formula respectivă este satisfiabilă 
sau nu. 


2.1.4.1. Procedeul matriceal 

Procedeul matriceal este cel descris în paragraful 2.1.2.3. Decizia cu ajutorul acestui 
procedeu o facem în acord cu definițiile 1 — 3 ale acelui paragraf. Să mai considerăm un 
exemplu simplu. 


Fie a: [(p/-49)2 2E t(p Larjaq] 
În acord cu algoritmul prezentat in 2.1.2.3 matricea formulei a este: 


” În cele ce urmează vom omite menționarea argumentelor după simbolul „œŒ“, iar pentru variabile vom utiliza 
simbolurile p,g,.., în loc de ру, р,,.. În toate cazurile simbolurile „ : “ şi „=“, puse după numele 


Q, В, У,... al formulelor, au acelaşi înțeles: „este“. 
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(p/-q)>r Pr] pir (para 


OOoOrr OO = 
OoOrororo- 
T m о O = OO 
— m == OO” 
очон ы н о ~ 
м о – о ~ о ~ о 
он оноор о 
oooro00°0 
м о ~ ~ о о –~ о 


1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 


În acord cu definiţia 3 formula a este satisfiabilă (realizabilă), deoarece coloana 
finală, care redă valorile logice ale formulei &, pentru toate cele 8 interpretări ale variabilelor 
ei, conţine valori neomogene de adevăr. 


2.1.4.2. Reductio test 

Indiscutabil, procedeul matriceal devine inconvenabil atunci când numărul variabilelor 
propozifionale creşte. De aceea, pentru verificarea validității unei formule a £,, putem 
proceda prin reducere la absurd, în următorul fel. Presupunem cá formula dată, c, este 
nevalidă. Există, aşadar, o interpretare a variabilelor ei care falsifică formula @. Dacă în 
încercarea de a găsi o astfel de interpretare ajungem la o contradicție, atunci formula nu poate 
fi falsificată şi deci este o formulă validă. În caz contrar, @ este nevalidă. Acest procedeu se 
numeşte reductio test. 

Exemplu. 

а:(рэ)> (ку p)>(rva) 

Presupunem cá a poate fi falsificată. Aceasta înseamnă cà (p> 4) =1, (rv p) =] şi 
(г v q)=0. Din falsitatea formulei r vq deducem r=0 si q=0. Cum (rv p)-1 iar r=0, 
rezultă cá p —1. Dacă transferám aceste valori logice in antecedentul implicatiei, ро 4, 
rezultă cá implicatia pq este adevărată (în acord cu presupunerea făcută) atunci când 
р=1 şi а=0. Contradictie! Si deci a nu poate fi falsificată, echivalent œ este o formulă 
validăa £,- 


Exerciţii. Decideti cu ajutorul reductio test asupra următoarelor formule: 
а (p>) >r] >p >r) 
о, :[(р/а)лт]у(рл—-г) 
@«.(р+а)л-алг 
a, (p ^a)2 r]l2 (p2) 


2.1.43. Procedeul Quine 

Este un procedeu de decizie mai elegant decát cel matriceal, mai ales atunci cánd 
numărul variabilelor propozitionale este mare. 

Procedeul Quine!’ se bazează pe asignarea succesivă de valori de adevăr variabilelor 
formulei considerate și pe aplicarea regulilor de adevăr ale operatorilor logici din formulă. De 
regulă, pentru a simplifica cât mai mult formula care trebuie evaluată se alege mai întâi 


9 Cf. W.v.O. Quine, Methods of Logic, Holt, Rinehort and Winston, Inc., 1972. 
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variabila care apare cel mai frecvent si 1 se atribuie, alternativ, valorile logice 1, respectiv О. 
Daca in felul acesta nu se ajunge la o valoare de adevár determinatá, procedeul continua cu 
variabila următoare, până când se obțin doar valori de adevăr. Decizia о vom face similar 
procedeului matriceal, adică pe baza definiţiilor 1 — 3 din 2.1.2.3. 

Formularea regulilor de adevăr ale operatorilor logici o facem pe baza matricei 
operatorului respectiv. Fiecare operator este explicitat prin două reguli, una pentru cazul în 
care un argument este adevărat iar cealaltă pentru cazul în care un argurnent este fals. Prin 
aplicarea unei reguli asupra formulei care-l contine, formula se reduce fie la o valoare de 
adevăr, fie la celălalt argument negat sau nenegat. 


Regulile de adevăr ale operatorilor logici. 
^: (алд). R, . Dacă într-o conjunctie un argument este adevărat, atunci valoarea 
logică а conjuncfiei se reduce la valoarea celuilalt argument. 
R,. Dacă într-o conjunctie un argument este fals, atunci valoarea logică 
a conjunctiei se reduce la fals. 


v: (av B) (Exercitiu) 


э: (а> В) R,. Dacă într-o implicatie un argument este adevărat, atunci valoarea 
logicá a implicatiei se reduce la valoarea consecventului. 

R,. Dacă într-o implicatie un argument este fals, atunci valoarea logică 
a implicaţiei se reduce la valoarea negată a antecedentului. 

Formularea acestor reguli pentru implicatie o facem cu uşurinţă comparând, în 
matricea implicatiei, valorile funcției cu valorile argumentelor ei. Pentru R,, de exemplu, 
luăm cazurile (i.e. liniile) în care (cel puţin) un argument este adevărat, adică primele trei linii. 
Observăm că valorile funcției, pentru primele trei categorii de asignări, coincid cu valorile 
consecventului. Pentru R, procedăm similar: luăm liniile în care (cel putin) un argument este 
fals, adică liniile 2, 3 şi 4, şi observăm că valorile funcţiei coincid cu valorile negate ale 
antecedentului. La fel procedám si în stabilirea regulilor operatorilor с, с şi f (Exercitiu). 


= (a=4) R,. Dacă într-o echivalență un argument este adevărat, atunci valoarea 
logică a echivalentei se reduce la valoarea celuilalt argument. 
R,. Dacă într-o echivalență un argument este fals, atunci valoarea 
logică a echivalentei se reduce la valoarea negată a celuilalt argu ment. 


+: (a+ В) (Exercitiu) 


I: (al p) R,. Dacă într-o incompatibilitate un argument este adevărat, atunci 


valoarea logică a incompatibilitátii se reduce la valoarea negată a celuilalt argument. 
R,. Dacă într-o incompatibilitate un argument este fals, atunci valoarea 


l: (a | B) (Exercitiu) 
Remarcá. Cele sase functii din tabelul lui Wittgenstein (p, q,—p,—4,T1,C) rămân în 


afara consideratiilor, deoarece ele nu corelează în vreun fel valorile logice ale argumentelor 
lor. 


Exemplu. Fie a: [(рла)> г> (р/а). 
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p-l p=0 


(1^4) rlo (1/—4) [((0^4)2 r]> (0/4) 
(q2r)24q (02 r)21 
q-1 q=0 121 
(157)21 (027)20 1 
гоі 120 
1 0 


Exerciţii. Decidefi cu ajutorul procedeului Quine asupra următoarelor formule ale £, : 
a :(p>4)> [4 >r)>(pP>r)] 
о, :[(p> 92 (a2 "(ро 7) 
a, :[(p/a)2 =а]+ [Cw 5) vi] 
a, (p la) r]^[(t s р) ла] 
a, :[(p 2 4)^(p 24)]2 -р 
œ :[(p/q)>(r/—r)]> (s^) 
a, :[(p=q)a(r=s)]>[(par)s(qns)l 
Remarcă. Arátati cá formula din œ, rămâne o formulă validă a £, dacă operatorul 
„ A” din consecventul implicatiei este înlocuit cu oricare din următorii operatori binari ai £, : 


v, CER, Ж. 


2.1.4.4. Formele normale în L, 

Definiţia 1. Formele normale ín L, sunt expresii a căror structură sintactică ne 
permite să decidem asupra unei formule a £,. 

Aşadar, atunci când decidem cu ajutorul formelor normale nu mai asignăm valori de 
adevăr variabilelor propozitionale, ci construim nişte expresii, logic echivalente formulei 
asupra căreia vrem să decidem, şi decidem doar pe baza configuratiilor de simboluri. In toate 
transfonnările sintactice efectuate dimensiunea semantică e una implicită. 

In logică, în general, formele normale sunt de o mare varietate. Lucrarea de față 
tratează doar cazul în care în aceste construcții apar doar operatorii —A,v, numiți operatori 
booleeni (motiv pentru care ele se mai numesc şi fonne nonnale booleene). 

Formele normale booleene se constituie în două clase distincte, după cum operatorul 
principal (cel care dă numele expresiei) este conjunctia sau disjunctia. 

Definiţia 2. O formulă a a Е, este în forma normală conjunctiva (abreviat: а,) dacă 
are forma unei conjuncfii a, n...AQ, (n>1), în care fiecare conjunct a, (i -1..,n) are 
forma unei disjuncții В, v...v B, (m 21) ai cărei membri sunt variabile propozitionale 
nenegate sau negate o singură dată. 

Teorema l. Orice formulă a L, admite o formă normală conjunctiva logic echivalentă 
(i е. Ба = о). 

Demonstratie. Demonstratia acestei teoreme o vom face, simplu, indicánd algoritmul 


aducerii unei formule date la forma normală conjunctiva. Algoritmul are următorii paşi: 
1. Se înlocuiesc toate subformulele care contin alti operatori decât operatorii —A,v cu 


expresii echivalente care contin doar acești operatori. În felul acesta obținem o formulă, 
echivalentă formulei date, dar care contine numai operatori booleeni. De exemplu, dacă a 
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este formula [(р > q)^ arlv (q/—q), atunci avem, corespunzător, subformulele род şi 
q/ —q care trebuie transformate echivalent în р“ q şi -q ^). Si obținem astfel formula 
a: [p vq)^ =r] у Ag anq), echivalentă formulei a; aşadar = a=a,. 

2. Se înlocuiesc toate subformulele in care negația neagă о expresie care conţine un 
operator binar, cu expresii echivalente în care negația neagă numai variabile propozitionale. 

În a, -(g^-4) devine  —gv-4, şi deci a, devine, echivalent, 
e: [Op v q)^ —r]v (^q v). Si deci - a, =a,. 

3. Se înlocuiesc toate subformulele de forma —-p,, unde р, este o variabilă 
propozițională, cu р, . Fireşte, dacă avem mai multe negatii, eliminarea lor se face astfel încât 
ceea ce păstrăm este o variabilă propozițională nenegatá sau negată o singură data (cf. 
formulelor 1 şi 2, $ 2.1.2.3). Si obținem astfel a, (әр v g)^-r]v (^q v q), astfel că 

Е 2 za. 

4. Se înlocuiesc succesiv toate acele subformule de forma 7, v (7, ^y) cu expresiile 
echivalente corespunzătoare, de forma (у, v y, )^ (7, v y). Si în felul acesta din о, obținem 
formula echivalentă ei: œ, : (2p v q v ^q v q)^ (^r v — v q), si care este, în acord cu Def. 2, 
forma normală conjunctiva a formulei initiale œ. Și astfel, њо, =a,. De unde, pe baza 
tranzitivitatii echivalenfei, obținem j} 22a. 

Remarcă. În aceste transformări echiveridice adesea aplicarea algoritmului nu este 
obligatorie, deoarece se pot executa simultan mai mulţi paşi ai algoritmului. 


Teorema următoare ne spune cum stabilim cu ajutorul formelor normale conjunctive 
dacă o formulă a £, este validă sau nu. 


Teorema 2. O formulă а £,, aflată în forma normală conjunctiva, este o formulă 
validă a £, ddacă fiecare conjunct confine cel puţin o variabilă propozițională atât negată 
cât și nenegată. 

Demonstraţie. Dacă formula a este validă, atunci ea este adevărată în orice 
interpretare a variabilelor sale. Cum = @=@, şi „a, rezultă cá a, este o formulă validă, fapt 


evident deoarece fiecare conjunct contine formula validă р, v-—p;. Reciproc, dacă fiecare 
conjunct al formulei œ, are forma p,v..v p; м-р; V..V Pm, atunci, pe baza matricei 


operatorului v conchidem că un astfel de conjunct este întotdeauna adevărat (ie. valid), 
deoarece contine disjunctia validă p, v —p,. Si astfel, indiferent de asignările făcute celorlalte 


variabile propozitionale din conjunct, el este unul valid. $i astfel @ este o formula validă. 
Însă a este echivalentă cu @,. Si deci œ este o formulă validă. 

Dacă, dimpotrivă, œ, nu are forma menţionată de teoremă, adică cel putin un conjunct 
nu contine o variabilă propozițională atât negată cát şi nenegată, atunci @ este nevalidă 


(argumentati). 
Definiţia 3. O formulă a a L, este în forma normală conjunctivă perfectă (abreviat: 


a. ) dacă este în forma normală conjunctiva si fiecare conjunct conţine toate variabilele 
propozifionale ale formulei, negate sau nenegate. 
Teorema 3. Orice formulă a L, admite o formă normală conjunctiva perfectă logic 


echivalentă (i.e. E а a, ). 
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Demonstratie. Vom proceda ca mai sus, la Th. 1, indicánd algoritmul aducerii unei 
formule date la forma normalá conjunctiva perfectá. Potrivit teoremei 1, formula @ admite 
forma normală conjunctiva @,. Dacă unul dintre conjuncti, œ; nu contine variabila 


propozițională p,, atunci această variabilă se introduce in conjunctul a; pe baza următoarei 
transformări echivalente: a, = la, v (p, ^—p i Js (a, v p,)Ala v—p Я ). Ре baza acestor 
echivalente putem introduce, în fiecare conjunct, toate variabilele formulei œ. Forma normală 
conjunctiva perfectă astfel obținută este echivalentă cu а, şi deci cu @ (prin tranzitivitatea 
„=”). Aşadar, o formulă @ a £, este validă ddacă forma ei normală conjunctiva perfectă este 
validă. 

În formula Q, , din exemplul de mai sus, în primul conjunct lipseşte r iar în al doilea q. 
Introducem aceste variabile, corespunzător, în modul mai sus indicat. 

Primul conjunct, =pvqv-qvq, devine, echivalent, (2p v qv v a)v (r^^). 
respectiv (apy qv -9удуғ)л (оруду дуду —r). Al doilea, —rv-qv q. devine 
(^r v4 v д) (p ^ ^p). adică (^r v ^q vq v p)^ (^r v ^ v q v —). Si astfel, 
of (pva vv qvr)^(opvqv-qvqv —r) ^(nrv-av4v p)^(orv-qvqv-p). 


Definiţia 4. O formulă a a L, este în forma normală disjunctivă (abreviat: a, ) dacă 
are forma unei disjuncții a, v...v a, (п> 1), în care fiecare disjunct a, (i =1,...,n) are forma 
unei conjunc]ii B, A.A b. (m21), ai cărei membri sunt variabile propozifionale nenegate 
sau negate o singură dată. 

Teorema 4. Orice formulă a L£, admite o formă normală disjunctivă logic echivalentă 
(Le. Е @=Q,). 

Demonstratie. Similar teoremei 1, vom indica algoritmul aducerii unei formule date la 
forma normală disjunctivá. Primii 3 paşi sunt cei menţionaţi la teorema 1. 

Pasul 4. Se înlocuiesc succesiv toate acele subformule de forma у, A(7, Уу) cu 
expresiile echi valente corespunzătoare, de forma (y, ^ y,) v (у A y,). În felul acesta obținem 
forma normală disjunctivă, a, , a formulei @, astfelcá F a=a,. 

Din formula din exemplul precedent (din pasul 3) [~p v 4)^—r]v (дуд) obținem 
astfel, în pasul 4, a, : (ap a >r )v (а ^—r)v -gv q. 

Dacă prin intermediul formelor normale conjunctive putem decide dacă o formulă este 


validă sau nu, cu ajutorul formelor normale disjunctive putem testa nesatisfiabilitatea 
formulei în cauză. 


Teorema 5. O formulă a £,, aflată in forma normală disjunctivă, este o formulă 
nesatisfiabilă a L, ddacă fiecare disjunct confine cel putin o variabilă propozițională atât 
negată cát şi nenegata. 

Demonstraţie. Dacă formula a este nesatisfiabilă, atunci œ ia valoarea logică fals 
pentru orice interpretare a variabilelor sale. Cum Б @=@Q,, rezultă că şi a, este 


nesatisfiabilă. Însă cum о, este o disjunctie de conjuncti, rezultă că fiecare disjunct este 


nesatisfiabil, fapt evident din construcţia lui sintactică, deoarece este о con juncfie care confine 
conjunctia nesatisfiabilă p, ^ —p; . Reciproc (similar). 
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Dacă, dimpotrivă, @, nu are forma menţionată de teoremă, adică cel putin un disjunct 


nu confine o variabilă propozițională împreună cu negatia ei, atunci formula nu este 
nesatisfiabilá (de ce?). 


Exemplu. a: [p 24)2 aq] > (a/r)^ (q^ r)] 

Aducem formula @ la forma normală disjunctivă. 

1. (pv a)v а] a ^r)^ gars Gp v a а) [Xa ^ r)^ (a Ar) 

2. pag aq) v Ca v =) ^ (a ^ 7)] 

3. (pag a)y [lav —r) ^ (a^ r)] 

4. (p ^4 ^ q)v(^4^a^r)v(^r^q^r)]s a, 

Asadar, formula @ este nesatisfiabilà. 

Remarcá 1. Daca o formula @ a £, nu satisface nici teorema 2 si nici teorema 5, 
atunci a este o formulă satisfiabilă. 


Definiția 5. O formulă a a L, este în forma normală disjunctivă perfectă (abreviat: 


о; ) dacă este în forma normală disjunctivă si fiecare disjunct contine toate variabilele 
propozitionale ale formulei, negate sau nenegate. 

Teorema 6. Orice formulă a £, admite o formă normală disjunctivă perfectă logic 
echivalentă (ie. Б а = 01). 

Demonstraţie. Vom proceda similar demonstraţiei teoremei 3 îndicând algoritmul 
construcției formulei aj. Potrivit teoremei 4, orice formulă а г, admite о forma normalá 
disjunctivă logic echivalentă. Dacă, o dată construită &, , unul dintre disjuncti, œ,, nu contine 
o variabilă propozițională p,, atunci vom introduce această variabilă in disjunctul respectiv, 
pe baza următoarelor echivalenfe: с, =[@ ^ (p, v —p,Jl2t(o; ^ p, (a AD, ). in felul 
acesta putem introduce, în fiecare disjunct, variabilele care apar în formula @, obținând astfel 
a; astfel încât = а = а>. 

In exemplul de mai sus, fiecare dintre cei trei disjuncti are o variabilă lipsă. In primul 
disjunct, de exemplu, putem introduce variabila r astfel: 

(pagna) S [(p^^a^a)^(rv—r)] S Kp ^a ^a^ rv (p^7a ^a^—r). 

Similar procedám cu ceilalți disjuncti şi, în final, construim « (exerciţiu). 

În fine, încheiem acest paragraf cu câteva consideraţii privitoare la relația dintre 
formele normale perfecte şi relaţia de consecință semantică. 

Pe baza formelor nomnale perfecte putem determina; 

a) toate consecințele semantice ale unei formule date 

b) toate premisele unei formule date 


In primul caz, construim mai întâi forma normală conjunctiva perfectă, a: , a formulei 
date, œ. Consecințele semantice ale formulei @ vor fi: 
a) fiecare conjunct al 07 


b) fiecare conjunctie de conjuncti din 02 
c) formula ca atare, 2“. 


În al doilea caz, construim mai întâi forma normală disjunctivd perfectă, 0$, а 
formulei date, œ. Vor fi premise ale formulei: 
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a) fiecare disjunct al 27 

b) fiecare disjunctie de disjuncti din a 

c) formula ca atare, 07. 

Remarcá 2. О data construitá matricea unei formule, formele normale perfecte pot fi, 
la rándul lor, construite direct de pe matrice. Fie, de exemplu, formula @ din 2.1.4.1. Daca 
din matricea acestei formule alegem acele linii in care @ ia valoarea logicá adevárat, atunci 
forma normală disjunctivă perfectă a fonnulei se obține legând conjunctiv variabilele fiecărei 


linii dintre cele alese (în raport cu valoarea logică a variabilei respective) şi, apoi, conectând 
disjunctiv liniile. Pentru formula din 2.1.4.1. avem: 


a :(p^q^-r)v(Op^q^r)v(Op^q ^—r)v (^p ^74 Ar) 
Pentru construirea formei normale conjunctive perfecte procedăm după cum urmează. 
Alegem acele linii în care œ ia valoarea logică fals, legăm disjunctiv variabilele 


propozitionale în raport invers cu valoarea lor logică, iar apoi conectám conjunctiv aceste 
linii. Pentru formula din 2.1.4.1 avem: 


a: (ap v^qv—r)^(^pvq var)A(Apyv qv r)^(pv qv nr) 
Dacă aducem formula a Ја @ şi œ} vom obţine, corespunzător, expresiile de mai sus 
(exercițiu). 


Exerciţii 
a) Se dau următoarele formule ale £, : 
a,:(p2a)2 (p vr)2 (av ғ)] 
a, [(p^a) > (p*7) 
„= а)л (0) 
а, :(pvq)> (p ^a) 
Q; : [(р+ r)/ —r]> p 
]. Decideti cu ajutorul procedeului matriceal asupra acestor formule. 


2. Pe baza matricelor astfel obținute construiți formele normale perfecte ale 
lor. 


3. Venficaţi rezultatul astfel obținut, cu ajutorul procedeului formelor 
normale. 
4. Determinati toate consecințele şi toate premisele fiecărei formule. 


b) Ce corelaţie există între funcţiile № şi ^" din 2.1.3.4 şi formele normale perfecte? 


2.1.5. Teoreme fundamentale ale L, 


Să vedem, în fine, în acest paragraf, câteva teoreme importante ale L, » altele decat 
cele menționate in paragrafele anterioare. 

Să luăm mai întâi un exemplu. Formula a: p 2 (q> p) este o formulă validă a г, 
(verificati acest lucru). Dacá їп aceastá formulá їп locul variabilei р, їп cele douá ocurente ale 
sale, vom pune o formula oarecare a L>» fie aceasta p/r, iar în locul variabilei q vom pune 
q ^r , atunci vom obține următoarea formulă a £,: (p/r)> [lga r)a (p/r)]. Cum formula 


@ este o formula validă si formula obținută din œ, prin substitutiile menționate, este tot o 
formula validă (exercițiu). Aşadar, orice formulă de forma formulei « este o formula validă. 
Iar acest lucru este valabil nu numai despre formula œ de mai sus, ci despre orice formulă 
validă a £, în care facem substituții. 


72 


Teorema substitutiei. Fie а(р,,....р„) o formulă a L, care conţine variabilele 


propozitionale p,,...,p,. Fie a" (p.! BaPa t B,) formula obținută din a(p,,...,p,) prin 
substitutia variabilelor p,,....p,, în toate ocurenfele lor, cu formule arbitrare £,,..., B,- 
Atunci 
Dacă F @, atunci Fa’. 
Demonstratie. 
Dacă F a, atunci a ia valoarea logică adevărat pentru orice interpretare a variabilelor 
р\.--, Da; aşadar, valoarea logică a formulei a este independentă de asignările făcute 
variabilelor ei. Însă, în 0”, în locul variabilelor D, D, intră formulele Д,,..., B, care, pentru 
orice interpretare a variabilelor pe care le conţin, iau succesiv valorile 1 şi 0, adică valorile 
logice posibile ale celor n variabile propozitionale din œ. Si deci şi formula а“ este 
indiferentă la aceste valori logice ale formulelor f ,..., B, ; aşadar a” este o formula validă. 
Remarci. 1. Conversa acestei teoreme nu este în general valabilă. Formula 
(p^4)2(p 2 q) este o formulă validă a £,. Fie B,:paq iar B,:p>q. Dacă în locul 
acestor formule punem, corespunzător, variabilele r şi s, atunci, prin substitutia făcută, 
obținem formula nevalidă r 5 s a £,. 
2. Enunţul teoremei substitutiei contine ideea substitutiei simultane a 
variabilelor propozitionale p,..,p, cu formule arbitrare Д,,..., 3, . Însă într-o formulă validă 
a L, putem alege orice număr de variabile în vederea substituirii lor, nu neaparat toate. In 


formula @ de mai sus puteam să-l substituim pe p cu p/r şi atât. q putea rămâne д (de altfel, in 
acest din urmă caz, puteam considera substitutia redundantă a variabilei q cu ea însăşi). 
3. Prin substitutie, dintr-o formula validă a L, putem construi o 


infinitate de formule ale £,. Prin teorema substituție: şi aceste formule vor fi valide, fără a fi 
nevoie să le testam validitatea. 

Să luăm acum următorul exemplu. Fie a; [(р 2 q)n(q/—r)]> (p > q), o formulă a 
L, care conţine subformula f: p>q. Fie а, :[(-ру 4) л(9/-)) (ро a) formula a, de 
mai sus în care în locul subformulei f am pus formula y:—pvq. Atunci, cum este 
echivalentă cu у, rezultă cà а, =a, (exercițiu). Acesta este înțelesul teoremei înlocuirii, pe 


care am utilizat-o în câteva rânduri în paragrafele anterioare ! ', chiar dacă n-am mentionat-o. 


Teorema înlocuirii (echivalenfilor). Dacă В este o subformulă a lui a (simbolic a) 
iar а, se obține din înlocuirea a zero sau mai multe ocurente ale subformulei В їп a cu o 
formulă у, atunci 
Dacă ЕВ =y, atunci Ба; =Q. 
Demonstraţie (inducție pe gradul formulei @). 


In demonstrația acestei teoreme ne limitām la cazul în care їп @ inlocuim o singurā 
ocurentà a subformulei Ø cu formula y. In felul acesta nu se restrânge nicidecum 


generalitatea teoremei, deoarece, evident, în cazul în care înlocuim zero ocurente ale 
subformulei Д cu y, atunci а, este tocmai formula @, iar dacă vrem să inlocuim mai multe 


' Comp. Formele normale in £,. 
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ocurenje ale lui J cu y in formula @, atunci repetàm aplicarea teoremei în varianta pe care-o 
demonstrăm. 

l. « nu contine nici un operator. @ este aşadar o variabilă propozițională, p, 
subformula Д este tot p, iar œ, este Д. Cu ipoteza din enunţul teoremei (іе.Е Jy), 
teorema înlocuirii are loc. 

2. Presupunem că teorema are loc pentru orice formulă a al cărei grad este mai mic 
decât n (n2 1) şi arătăm, în pasul inductiv, că teorema are loc şi pentru o formulă а al cărei 
grad este n. 

In acord cu definiția conceptului de formulă, @ are, în acest caz, una din următoarele 
forme: a) —6;b) боє, unde ,,»" denotă orice operator binar menţionat în definiție. 

In toate aceste cazuri gradul formulelor 6 şi € este mai mic decât n şi potrivit 
ipotezei inducției, teorema are loc pentru formulele 6 si є; aşadar 

Dacă E f =y, atunci 1. = 6,=6, si2.F Ey = є, 

In cazul a) a are forma 4d. Şi deci dacă Б Д=у, atunci Еб; 2 Ó, (prin ipoteza 
inducției). Insà } (6; = 6,)=(—6p =—6,). Şi astfel, dacă =y, atunci k—6, =-б,, 
adică Б а; =@,. 

In cazul b) a are forma боє. Prin ipoteza inducției teorema are loc pentru 6 si є. Si 
astfel obtinem (5, 0€,)=(5, »£,) (prin Remarcă 2.1.4.3), unde б„оё„ este (6 »£),, jar 
б, o€, este (See), . 


Remarcă. Între substituție şi înlocuire există următoarele deosebiri: 
a) Operația substitufiei înseamnă substitutia unei / unor variabile propozitionale cu formule 
arbitrare ale £, (nu substituim formule arbitrare cu formule arbitrare!). In cazul înlocuirii, în 
cazul unei subformule din formula dată punem o formulă arbitrară a £, (sub asumpfia 


echivalenfei lor). 
b) Substitutia unei variabile propozitionale p cu o formula arbitrara a £, trebuie realizată în 


toate ocurentele variabilei р, inlocuirea, in schimb, se poate realiza numeric arbitrar. 


Teorema de normalitate. Pentru n 21: @,...,@,,,@, F B ddacà а.а, Б а, > В. 
Demonstraţie (reductio ad absurdum) 

a) Dacă à,,..,&, 1,0, H atunci &,..,0, ьа, 2 B. 

Presupunem 1. @,,...,@, E Д $12 non @|,..,@, 


n-l 


ьа, 2 B. Din 1 deducem cà pentu orice 
interpretare a variabilelor propozitionale care apar în @,...,@,,8 are loc: 3. dacă 


а =..=а, =1, atunci Д =1 (prin definiție). Din 2 deducem са există o interpretare a 
variabilelor formulelor date astfel cà 4. 4 =...=@,_,=1 şi 5. a, D В =0. Din 5 deducem 6. 
@„=1 şi 7. B=0. Însă 7 contrazice 3, căci dacă д, «1, atunci a, =...= œ, =1 sideci f =1. 


b) Dacă @,...,@,, Fa, 2 В, atunci @,...,a@, FB. 


Presupunem 1. @,,...@,, = а, 2 В şi 2. non @,...@, = B. Din 1 deducem cà în orice 


n-l 
interpretare a variabilelor din formulele date avem: 3. dacă @=...=@,,=1 atunci 
а, > В =1. Iar din 2 deducem că există o interpretare astfel cà 4. a, =...=@„=1 şi 5. 8 =0. 
Însă, sub asumptia adevărului formulelor @,,...,@,., (din 3) am dedus @ 5 д =1. Cum 


a, =1 (din 4) rezultă cà J =1, ceea ce contrazice 5. 
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Corolar. Pentru n 21: @,...,0,,,0, ЕВ ddaca F a > (а, D (e, > В)... 
Demonstrație (prin n aplicar succesive ale teoremei de normalitate). Semnificația 


acestui corolar rezidă în aceea că problema referitoare la consecințele semantice ale unei 
mulțimi de formule se reduce la problema ce furmule sunt valide. 


Teorema (*). Fie o(p,...., D.) o formulá a L, , care confine variabilele propozitionale 
р-р, negate sau nenegate. Fie œ formula care rezultă din a prin înlocuirea 
operatorilor formulei cu dualii corespunzători şi a variabilelor propozitionale p,,..,p, си 


пера йе lor. Atunci, E За = а (echivalent: = а= +0). 

Demonstratie. 

Este suficient să demonstrăm teorema pentru cazul în care singurii operatori binari 
sunt A şi V, căci utilizând — orice formulă a £, poate fi exprimată printr-o formulă care 


conține doar aceşti trei operatori (cf. Th. 2, 2.1.3.4). O dată adusă într-o asemenea formă, pe 
baza legilor lui De Morgan (15, 27)" negația unei formule care contine operatori binari se 
deplaseazà succesiv in interiorul formulei, permutánd reciproc operatori binari ai formulei. 
Utilizând legile eliminării negatiilor multiple (1, 2) simplificăm formula astfel încât orice 
variabilă propozițională a formulei va fi negată cel mult o dată. 

Exemplu. 


Fie a: (psq) ғ. Atunci @ : (~p +~q)/ -r7 . 

Transformàm formula a într-o formulă echiveridică (şi deci echivalentă) care contine 
doar operatorii ^,v şi —. 

a:(p=q)} > eq ^ lp^a)v Cp ^—a)]v ar) ea -ilp ^a)v (=р ^a)]^ —r ea 
{p ^q)^—(^p ^4) ^—^r eq (эру —q)A (^p v —4)^—-r eq 
eq (^p v-g)^(pv 4) лғ. 


La fel procedàm cu 0“. 
a’: (^p + Ag) —r eq Alp A -)v (——р ^d J^ ~~r} eq 
(рл а) Cp Ag) = ea Heap ^ 4) л (рл) к ea 
[p v 4) ^ Cop v —a)]v = ea [(p v) ^C» v a))v ^r 
Această din urmă formula poate fi mai departe wansformata echiveridic, astfel încât 
negând formula @, de mai sus, să obținem exact formula 0”. Aşadar, 
[(p v —a)^ Cp v a)] vr ea (p л-р) (p ^a)v (=p ^—a)v (a ^a) v ^r ед 
(p ^q)v (^p ^q) var. 
Acum, dacă negàm formula @ obținem: 
~a {ру —)^ (p v a) ^ r) eq 
eq p v a) ^ (p v a)]v >r eq Aap va) v (p v a) = ea 
eq (~p л ==) (ap ^-q)vr eq (p ^q)v(—p ^^) vr eq a. 
Teorema dualității. 
Fie a, B formule ale £, în care apar variabilele propozifionale p,,.., p,, negate sau 


nenegate. Fie a? si p° formulele care rezultă din ©, respectiv B, înlocuind operatorii 
logici cu dualii corespunzători. Atunci: 


12 Cifrele indică formulele corespunzătoare din lista paragrafului 2.1.2.3. 
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1. Dacát- a, atunci F 5a. 
2. Dacát- ~a atunci Ea. 
3. Daca а > B , atunci F В? S а^. 
4. DacăF а= f, atunci F à? = f^. 


Demonstraţie. Pentru considerentele menționate in demonstrația teoremei precedente, 
vom considera că singurii operatori binari ai formulelor a, sunt ^ şi v. 

1. Presupunem | @. Prin Teorema (*) şi exerciţiul 3b din 2.1.2.4 rezultă F ng. 
Însă dacă în această formulă validă, —a”, substituim simultan variabilele propozitionale 
D... Р„ си пераје lor, atunci obținem formula 2", de asemenea validă (prin teorema 
substitutiei). lar dacă în această formulă eliminàm negatiile multiple, obținem formula validă 
sa? . Aşadar, = na’. 

Exemplu. Fie F æ: (p a-7q)v [(g ^—r)v (^p v )]; atunci 
E о": {p v n)a lag vr) a(=—p nr); prin Th (*) si exerc. 3b ( 2.1.2.4). 

E aa": (pv mq) a (ам к) л (p nr); prin Th substitufiei 
E ao^: -(pv-a)^[(g v—r)^(—p ^ r)}; prin eliminarea negatiilor multiple 
(Verificarea validității formulei 0^: exercițiu). 

2. (similar). 

3. Presupunem antecedentul conditionalului F а> Д. Si astfel ^ — 2 a (prin 
contrapozifia implicatiei) Si deci F /' > а“ (căci dacă in formulele =f si —a inlocuim 
operatorii cu dualii corespunzători şi variabilele propozitionale cu negaţiile lor, atunci 
obținem, prin Th (*), formulele echivalente ——/" si ~~a" , adică 7° şi a; de unde, prin 
exerc ЗЬ, obținem F f° > a"). Şi astfel ^" > а“ (prin Th. substitutiei) şi deci F J? > a? 
(eliminarea negafiilor multiple). 

4. (similar). 


Exerciţii 

1. Construifi, ре baza teoremei (*), 2“ corespunzătoare următoarelor formule: 
a, (р т q)!r]^—r 

a, (p a)v—r]z(p^«) 

œ ilp talv г1э[(р^ла)/—т] 

a, :l(p^g)2r]z-v 


2. Aratati са Е—-@=@' în fiecare caz in parte. 
3. Fie a:|(pn-—q)>(rv—r)/(pn-—p). Aplicati teorema dualității formulei a şi 


aratati, cu ajutorul procedeului matriceal că relația conditionalà: dacă F a, atunci Fa? are 
loc. 
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2.2. Tablourile analitice in L, 


2.2.1. Metoda tablourilor analitice in L, 


2.2.1.1. Concepte 
Tablourile analitice reprezintă o metodă elegantă de demonstrație in £,, adecvată 


implementării (ideii) demonstrării automate. Să vedem mai întâi, definitional, care sunt 
conceptele fundamentale ale acestei metode. 


Definiţia 1. Un arbore neordonat T este simultan: 
a) o mulțime M de elemente, numite puncte (noduri): x, y, z, x, ,x,.... 
b) o functie v care asignează fiecărui punct x un întreg pozitiv v(x), numit nivelul lui x . 
c) o relaţie К(х,у), definită pe M, cu semnificaţia ,, x este predecesorul lui у” (,, y este 
succesorul lui x "), cu următoarele proprietăţi: 
с, ) există un singur punct de nivelul I (origine/rădăcină) 
c, ) orice alt punct în afară de origine are un singur predecesor. 
c,) ретти orice рипсіех,у, dacă у este succesorul luix, 
atunci v(y) = v(x) +1. 

Definiţia 2. Un punct se numeşte final dacă n-are nici un succesor. 

Definitia 3. Un punct se numeste simplu dacá are strict un succesor. 

Definiția 4. Un punct se numeşte joncțiune dacă are doi sau mai multi succesori. 

Definiţia 5. Un drum este orice şir finit sau infinit numărabil de puncte, începând cu 
originea, astfel încât fiecare termen al șirului (exceptând ultimul, dacă există) este 
predecesorul celui care urmează. 

Definiţia 6. O ramură (drum maximal) este un drum al cărui termen ultim este un 
punct final sau este un drum infinit. 

Definiţia 7. Un arbore ordonat Т este un arbore neordonat plus o funcţie o care 
asignează fiecărei jonctiuni x un siro(x), format din toţi succesorii lui x, dar care nu 
confine repetiții. 

Definiţia 8. Un arbore se numeşte finit generat dacă fiecare punct are un număr finit 
de succesori. 

Definiţia 9. Un arbore se numeşte finit dacă are finit de multe puncte; în caz contrar 
se numeşte infinit. 

Definiţia 10. Un arbore se numeşte diadic ordonat dacă orice joncțiune are cel mult 
doi succesori. 


2.2.1.2. Formule ale Е, 


Definiţia 1. Formulă. 1. Orice variabilă propozițională este о formulă (elementară). 
2. Dacă @ este o formulă, atunci ^a este o formulă. 
3. Dacă а şi В sunt formule, atunci ac В este o formulă (unde 
„0” denotă oricare dintre următorii operatori binari аі г. j^ AND, PA) "t 


Definiția 2. Subformulă imediată a unei formule. 
1. Variabilele propozitionale n-au subformule imediate. 
2. —a are casubformulá imediată pe a. 


3 Cum „ / “ este anticonjunctie iar «i “ este antidisjunctie, adesea analiza întreprinsă aici o vom limita la 
operatorii binari A,V şi D. Această definiţie este Def. 1 din 2.1.1., restrânsă Ја operatorii menționați. 
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J. Qf are ca subformule imediate pe a şi B. 
Definiţia 3. Subformulă. 
1. Dacă a este o subformulă imediată a lui Bsau а este 
identică си В, atunci а este o subformulă a lui В. 
2. Dacă а este o subformuld a lui B si В este o subformulá a lui 
y, atunci а este o subformulá a lui y. 


2.2.1.3. Evaluări booleene. Interpretare. Mulfime saturată. 
Definiţia 1. Fie Г o mulțime arbitrară de formule ale £, . Printr-o evaluare a mulțimii 


Г se înţelege o funcţie Eval, de la Г la mulțimea valorilor logice {1,0}. Simbolic, 
Eval, :T > {1,0} 
Prin funcţia Eval, , în fond, asignam fiecărui element ae Г o valoare de adevăr determinată. 
În cele ce urmează ne interesează doar acele evaluări în acord cu definițiile semantice 
ale operatorilor logici, adică evaluările booleene. 
Definiţia 2. O evaluare se numește booieană dacă satisface următoarele condiții 
(pentru orice formule a, В ale £,): 


1. ^a este adevărată ddacă a este falsă. 

2. aN В este udevărată ddacă a este adevărată şi В este adevărată. 

3. av B este falsăddacă a este falsă şi B este falsă. 

4. ADB este falsă ddacă a este adevărată si B este falsă. 

Definiţia 3. Două evaluări concordă pe o formulă a dacă a este fie adevărată, fie 
falsă în ambele evaluări. 

Definiția 4. Două evaluări concordă pe o mulțime Г de formule dacă ele concordă pe 
fiecare element al mulțimii Г. 

Definiţia 5. Fie, < Г,, Eval, si Eval,, evaluările corespunzătoare ale mulțimilor Y) 


şi L5. Eval. este o extensie a lui Eval, dacă cele două evaluări concordă pe mulțimea Ti. 


Definiţia 6. Prin interpretarea unei formule (respectiv multimi de formule) înţelegem 
asignarea de valori de adevăr tuturor variabilelor propozitionale care apar în formula 
(respectiv în mulțimea de formule). (Nr. interpretărilor =2", n=nr. variabilelor 
propozifionale). 

Remarcă. Orice interpretare a mulțimii Г poate fi extinsă la exact o evaluare booleana 
a mulțimii Г. 

Definiţia 7. a este o formulă validă a £, dacă a este adevărată în orice evaluare 
booleană (echivalent: în orice interpretare). 

Definiţia 8. a este o formulă satisfiabilă dacă a este adevărată în cel putin o 
evaluare booleană. Similar, o mulfime Г de formule ale L, este satisfiabila dacă există cel 
putin o evaluare booleană în care fiecare element al lui Г este adevărat (echivalent, dacă 
orice formulă din Г este satisfiabilà). 

Definiţia 9. a este o formulă nesatisfiabila dacă a este falsă în orice evaluare 
booleană. 

Definiţia 10. Multime saturată (Т). Fie Г, mulțimea tuturor formulelor adevărate 


într-o evaluare booleană Eval. Atunci, pentru orice formule a, Bdin Y,, Г, satisface 
următoarele condiţii: 
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1. Din mulțimea (a, ~a} strict una din formule aparține lui Г. [Echivalent ~ae Г, 
ddacá ae Г, ]. 

2. (æn 8)є Г, ddacá ae Г, şi BeT;. 

3. (av B)e T, ddacá ae Г, sau Вє Г,. 
(a > B)e Г, ddacá «eT, sau Be Г,. 


2.2.1.4. Metoda tablourilor analitice ca metodă de demonstrare a validității în £ 


Această metodă are ca sursă scrierile lui Gentzen’*. Este dezvoltată in forma 
sistematică a tablourilor semantice prin Beth si Hintikka’. Metoda tablourilor analitice este 
o variantă elegantă a metodei tablourilor semantice, dezvoltată de R. Smullyan". 

Metoda rezidă în esenţă in construirea unor tablouri (semantice) prin aplicarea unor 
reguli, fundamentate de semnificaţiile operatorilor logici menționați. Fiecare operator logic 
are două reguli, una pentru cazul în care formula care-l conţine este adevărată, cealaltă pentru 
cazul în care aceasta este falsă. Redăm mai jos aceste reguli. 


NR стей. y 2v B. v chav B) 
Ua! dE" c alp’ Ја 
B 

GOB. n end), 2,225. NE CEP) 
E dM aal" "aal “ a 
B B 

18 а! В | 220018). je SA: 1,7815) 
0/1 B a aa al В 

B ^B 


Lectura acestor reguli este simplă. Să luăm câteva exemple. Coloana de formule din 
stânga reprezintă situaţiile în care formula de la „numărător“ este adevărată (1), iar cea din 
dreapia, cazul în care ea este falsă (0). Din „numărător“ conchidem (i.e. inferăm) formula de 


а а Е < = "m i 

la „numitor“. Regula —C. o citim astfel: „Dacă —a este o formulă adevărată, atunci a este о 
aa 

. Ca regula de construcţie a tabloului analitic fiind redundanta, vom renunța la 


EL 


formulă falsă 


—ra« 
ea. 


a 
^B 


,inseamnà: „Din adevărul conjunctiei putem conchide asupra adevărului argumentelor 
a 


B 


înseamnă: „Dacă —a este falsă, atunci putem infera œ“. Următoarea regulă, 


4G Gentzen, Untersuchungen iiber das logische SchlieBen, Mathematische Zeitschrift 39/1935, 176-210, 405- 
431. 

15 E, W. Beth, The Foundations of Mathematics, North Holland 1959. 

MEAM Hintikka, Form and content in quantification theory, Acta Philosophica Fennica, 8/1955, 7-55. 

RM. Smullyan, First-Order Logic, Springer-Verlag 1968. 
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sale“, motiv pentru саге vom scrie cele două formule, œ, Д una sub cealaltă. Din falsitatea 


(a ^ B) 


conjunctiei, regula 
AQ 


, putem conchide cà a este falsă sau / este falsă, alternativă 
desemnată de bara pusă între cele două formule. 

Este uşor de văzut, toate aceste reguli se bazează pe definițiile semantice ale 
operatorilor respectivi. La fel de uşor de sesizat este şi faptul că formulele din care inferăm 
pot fi grupate în două clase distincte, astfel: 

1. Dacă adevărul formulei din care inferăm reclamă adevărul ambelor formule de la 
„numitor“ (fapt simbolizat prin situarea celor două formule una sub cealaltă, în cazul 
operatorilor binari), atunci vom spune cà formula respectivă este de tip a”. Aici 
includem: A,;V 2, lo» 4, „la care adăugăm —y. 

2. Dacă adevărul formulei din care inferăm reclamă adevărul (neexclusiv) al unei 
formule de la „numitor“ (fapt simbolizat de bara care desparte cele două formule de 
sub linie), atunci vom spune că formula este de tip 3. Aici includem: ^,,v,,2,,/,, Lo. 

Rezumând cele spuse în 1 şi 2, avem: 

1 O formulă a este adevărată ddacă а, ,a, sunt ambele adevărate (a este formula din 
care inferăm, а, si a, sunt formulele inferate). 

2. O formulă £ este adevărată ddacă cel putin una din formulele fj, B, este adevărată. 


Formulele @ se mai numesc si formule de tip conjunctiv (deoarece adevărul lor 
reclamă simultaneitatea adevărului formulelor deduse). Iar formulele ff se mai numesc şi 
formule de tip disjunctiv (dată fiind alternativa conținută în adevărul lor). 

Cum operăm doar cu două categorii (clase) de formule, vom formula în cele ce 
urmează doar două reguli de deducție, una cu referire la formulele de tip a iar cealaltă la 
formulele de tip А. 


R,: = Кр: B 
а, B,/B, 
a; 


Aplicarea succesivà a acestor reguli este suficientà pentru construirea tabloului analitic 
al unei formule date (sau multimi de formule). 

Definiţia 1. Tabloul analitic al unei formule & este un arbore diadic ordonat ale cărui 
puncte sunt formule. 

Construcţia unui tablou analitic al lui œ demarează cu formula a în origine, din care 
obținem un sir de formule prin aplicarea R, şi R,. De exemplu, dacă originea (i.e. formula 
dată) este o formulă de tip a, atunci vom adăuga succesiv d, şi @,. lar dacă este o formulă fj, 
atunci vom adăuga alternativ В, si В, (adică tabloul se despicà în două ramuri distincte). 
Dacă originea este tabloul initial al lui œ, prin aplicarea R,si R obținem extensiuni 
succesive ale tabloului iniţial. 

Definiţia 2. Fie T, tabloul unei formule œ. Un tablou analitic T, este o extensie 
directă a lui T, dacă T, se obţine din T, printr-o singură aplicare а R,sau Rp, cu 


mențiunea cá prin aplicarea regulii R, adăugăm doar una din formulele а,,@,. 
Ња şi P culese bold denotă tipul corespunzător de formulă. Culese italic, ele sunt formule arbitrare ale L, Я 
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Definiţia 3. O ramură a unui tublou analitic se numeşte închisă ducă confine atât o 
formulă cât şi negația ei. 

Definiţia 4. Un tablou analitic se numeşte închis dacă toate ramurile lui sunt închise. 

Definiţia 5. O demonstraţie a validității unei formule a, prin metoda tablourilor 
analitice, este un tablou închis pentru ^a. 


Exemple 


1. a:1. [(р/а) > r]v(r ^ s) 


2 (p/g)2r 3 r^s 
8. r 
A S 9. s 
4. ~(p/q) 5. r 
6. p 
7. а 


Tabloul analitic de mai sus este tabloul analitic al formuleia.  Variabilele 
propozitionale din fiecare ramurà constituie categoriile de asignari pentru care @ este 
adevaratà (conditii suficiente): 


a) p=q=l 
b)rzl 
с)г=з=] 


2. B:(p2a)^(a2 r)) (p27) 
.—l(p>a)nta3r)>(p>r)) 
. (p>q)alq>Fr);1, R, 
-(p2n;LR, 
p24;2R, 

аә" ;2, Ra 

DAR, 

=r; 3, Ra 


B1 OO 0a ROC р 


8. mp ;4, R, 9. q;4, К, 


10.44;5R; 11.7; 5, Ва 12.—4;5, Кр 13.ғ; 5, Ry 


* * * ж 
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Explicafie. Am construit tabloul analitic pentru —/. Pasii construcţiei tabloului 
analitic sunt numerotati in stânga fiecărei formule (1-13). Grupul de simboluri din dreapta 
reprezintă formula din care formula respectivă a fost dedusă şi tipul de regulă (R, sau Ra) 
utilizat. Cum formula 1 (ie. originea), adică —/, este o formulă de tip a, în 2 şi 3 am trecut, 
corespunzător, а, şi az. Ceea ce am aplicat aici este regula cu privire la falsitatea unei 
implicaţii ( 2, ). Formula 2 este o conjunctie, motiv pentru care în 4 şi 5 am scris а, şi а,. 
Formula 3 este, din nou, o implicatie negată, adică o formulă de tip a, motiv pentru care, în 6 
şi 7, am scris psi — (în acord cu 3, ). Formula 4, în schimb, este de tip Д, alternativele 


conţinute în această formulă vor constitui cele două ramuri, 8 şi 9. Similar, formula 5 este o 
formulă de tip д , alternativele ei se vor adăuga ambelor ramuri, 8 şi 9. După cum constatăm, 
cele patru ramuri ale tabloului semantic al formulei =f sunt închise (fapt marcat prin *) şi 


deci formula Д este o formulă validă a L, (cf. Def. 5). 

Remarcá 1. Tabloul analitic pentru ~£ putea să arate şi altfel. Puteam, de exemplu, în 
pasul 6 să aplicăm R, asupra formulei 4 sau asupra formulei 5. În acest caz din formula a, 
din 3, obtineam, prin ка, si @,, formule pe care le adàugam tuturor ramurilor deja 
obținute. Aceasta înseamnă că regulile R, şi R nu sunt deterministe: ele ne spun ce putem 


face, nu ce trebuie să facem. Noi suntem cei care decidem asupra cărei formule aplicăm o 
regulă sau alta. Cu toate acestea, uneori demonstrațiile pot fi mai scurte. lar aceasta se 
întâmplă dacă ,,descompunem“ mai întâi formulele tip a, prin aplicarea R,, iar mai apoi pe 


cele de tip Д. 

3. уро (a2 0] (pv )2 (a2 7) vs] 
2. p>(q>r) 
з. (руз) [6 >) sl) 
4. pys 
5. (a >r)v s] 
6. —(q >r) 
7. =5 
8.q 
9. ^r 

10. =p П. (дог) 
12. p 13. 5 14. ~q 15. r 


е 
"3 


17.5 18.р 19. 5 


* 
* 
* 
+ 
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În tabloul analitic al formulei —y de mai sus formulele 8 si 9 puteau fi omise din 
construcția tabloului. Explicaţia este următoarea: formula 11 reprezintă negația formulei 6. 
Aşadar, această ramură se închide cu această formulă, fără a mai fi necesară dezvoltarea 
tabloului analitic până la obținerea unor formule elementare sau negatii ale lor. În acest caz 
nici formulele 8 şi 9 nu mai erau necesare (pentru că sunt formule obținute din formula 6). La 
fel, formulele 14-19 puteau fi omise, deoarece cu formula 11 ramura din dreapta a tabloului se 
închide deja şi deci orice adăugare ulterioară de formule oricăror ramuri care conțin deja 
formulele 6 şi 11 sunt ramuri închise. 

Remarcă 2. Cum operám cu două clase de formule, a şi J, conceptul „mulțime 
saturată” se poate redefini astfel: 

1. Definiţie. O mulţime Г, de formule ale £, se numeşte saturată dacă satisface 
următoarele condiții: 

1. Pentru orice formulă @, strict una din formulele @, ~g aparține lui Г,. 
2. ac T, ddacă a,eT, si azel,. 
3. BeT, ddacă B,eT, sau В,є Г,. 

IL Exercitiu. Să se demonstreze că într-o mulțime saturată, date fiind condiţiile 1 şi 2, 
condiția 3 devine superfluă (adică poate fi dedusă), aşa cum date fiind condiţiile 1 şi 3, 
condiţia 2 devine superfluă. 

Remarcă 3. Cum o formulă validă este adevărată în orice evaluare booleană, rezultă că 
o astfel de formulă aparține oricărei mulțimi saturate. 


Simbolic: Oy € OT! (ie. dacă æ este validă, atunci aparține tuturor mulțimilor 


saturate). 
Similar, o formulă satisfiabild este una care aparţine cel putin unei mulțimi saturate. 


Simbolic: à, € UL, (ie. a este satisfiabilă dacă este elementul vreunei mulțimi 


saturate). 

Observaţie: Dacă Eval este o evaluare booleană, iar Г este mulțimea tuturor 
formulelor adevărate în evaluarea respectivă, atunci Г este o mulțime saturată. Așadar, 
următoarea echivalență are loc: 


Eval Г, echiv T, este saturată. 


Exerciţii 
Care din următoarele formule sunt formule valide ale £,? Arátati acest lucru cu 
ajutorul metodei tablourilor analitice. 

a :(p3a)>l4>r)>(p>r) 
а, :[p^(av rS Ko ^a) v (p^r) 
a, : {ру (a^r))[(pva)^(pv ғ) 
a, :[p23 (a2 ))5K»24)5 (0 2 7] 
a,:q>(p>q) 
a, (рэ q)> (^q 2-y) 
a, Xa ^r) vp ^a)2 г] 
а, :[(p/4)> —r]vt (p V a)v71 
a, :l(p > a)na]> р 
a (ро r)^(a2 )]^(p v 9)" 
a; Kp! а) > rl^G vr) 
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a :[p2(q2r)] 2l »^a)2 (a^ 7)] 
i tal, >r]>((r>s)>As>(>wl>l(pn>(a>» 
а. :(ро 4)> {6 2525) [r2 (p2 3] 


2.2.1.5. Tablourile analitice şi forma normală dis junctivă 
Tablourile analitice ne oferă totodată şi o metodă de construire a formei normale 
disjunctive a unei formule a £,.0 formulă a a £, este in forma normală disjunctivă dacă 


are forma D, v..v D, în care D; (iz isn) este o conjunctie de variabile propozitionale 


nenegate sau negate o singurá data 19 


Pentru construirea formei normale disjunctive pe Бата tabloului analitic al formulei 
date procedám astfel. Considerám toate ramurile deschise ale unui tablou comple! al formulei. 
Герат prin conjunctie toate variabilele unei ramuri asa cum apar in ramura respectivá (i.e. 
negate sau nenegate), iar ramurile le reunim disjunctiv. Expresia astfel obținută este forma 
normală disjunctivă a formulei avute in vedere. Înainte de a da un exemplu, să explicitám 
definitional ideea de „tablou complet” al unei formule. 

Definiţia 1. O ramură R, a unui tablou analitic se numeşte completă dacă pentru 
orice а care apare în R, atât а, cát si d, apar in R, și pentru orice В care apare în R, cel 
puțin una din formulele B,, Bzapare ín R. 

Definiţia 2. Un tablou analitic Т se numeşte complet(at) dacă orice ramură a 
tabloului este fie închisă, fie completa. 


Exemplu 
a: 1. ola) -]2 (Ar) 


2. (p } q)v ar 
3. Hq Ar) 


a. 


4. (p 4а) 5. —r 
6. =p a 
7. —q 
10. ~q 11. ^r 


8. =q 9. —r 
Toate cele patru ramuri ale tabloului formulei @ sunt deschise. Forma normala 
disjunctivă a lui @ va fi aşadar: 
c, (^p ^^q)v (^p лд лғ) (^4 ^-r)vAr 
Fireşte, la acelaşi rezultat ajungem prin transformările uzuale reclamate de procedeul formelor 
normale. 


(o a) =] (a Ar) AH v 4) rdv (ал) = 
={[—(руа)у-т]л-—(алт)}= 
= {( (^p ^q vara (^g var)}= 
= (^p ^q ^-4)v (^p ^c ^^r)v (Ar ^g) M (^r ^-r)|s 
= [(—р ^9)“ (^p AEG ^ar)v (^ ^ -r)v ar] 


19 Comp. 2.1.4.4. 
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Exercitii 

Se dau următoarele formule ale L£: 
a, :L(p lg)e—12 (q ^ r) 

a, :K(p ^a)! plai v —)^( 2 q)) 


a, :[(p э a)^rM(G > ^4)v =r] 
Se cere: 


Pe baza tablourilor analitice ale formulelor @,—@, construiți forma normală 
disjunctivă a acestor formule. 


2. Verificaţi rezultatul astfel obținut cu ajutorul procedeului formelor nomnale. 


2.2.1.6. Tablouri analitice pentru mulțimi finite de formule. 


Definiţia 1. Fie Y mulțimea finită de formule (a,..a,). Un tablou analitic pentru T 
este un tablou care începe cu 


şi continuă prin aplicarea succesivă a regulilor R, $1 Ry. 


Exemplu 
Г={(р/а)эт,рл-ут,—ду s} 
1. (p/q)>r 
2. р^ г 
3. =q “5 
4. —(р/д) 5. r 
6. р 10. р 
7.q 11. ^r 
8. p 
9. 


Dacă prin a înțelegem formula obținută prin conjunctia formuleior din Г, atunci pe 
baza tabloului de mai sus putem construi forma normală disjunctivà a lui a (exercițiu) %. 


% Putem construi, fireşte, de la bun început formula @ prin conjunctia celor trei formule din Г. Pentru ca 
tabloul semantic al lui @ să fie un arbore diadic ordonat (şi nu uiadic!) vom asocia cei trei conjuncti în forma 
2+1. 
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Exercitii 

l. Este œ o formulă validă a £,? Verificaţi acest fapt cu ajutorul tablourilor analitice 
51 al formelor norrnale. 

2. Se dau următoarele mulțimi de formule ale £, : 


г ={@ t r)v p. p va (p/a)^ p] 

Г, ={p/—p,(qar)>-9} 

Г, ={(рла)/р,гу—з,рэв} 

Se cere: 

1. Construifi tabloul analitic al celor trei mulțimi. 

2. Pe baza tabloului analitic determinati forma normală disjunctivă a fonnulelor 
@,,@,,@,, obținute, corespunzător, prin conjunctia formulelor din mulțimile 
pM. 

Verificati rezultatul astfel obtinut cu ajutorul procedeului formelor normale. 
4. Sunt @,@,,@, formule valide ale £,? Arátati acest lucru cu ajutorul 


e 


tablourilor analitice. 


2.2.1.7. Tablourile semantice (Hintikka) 

Їп aceasta prezentare punctele arborelui nu sunt formule, ci multimi finite de formule. 
Dezvoltarea tabloului se face de fiecare datá exclusiv in functie de punctele finale ale 
acestuia. Constructia demareazá cu punerea multimii de formule in origine si continuá cu 
aplicarea succesivă a următoarelor reguli: 

Reg,: Y.a Regg: Г, В 


Г, а, а, 
Г, В, Г, В, 


unde a, f pot să aparțină sau nu lui 17’. 

Definiţie. Un tablou semantic se numeşte închis dacă fiecare punct final contine atât o 
formulă cát şi negația ei. 

Utilizarea acestei variante ca metodă de demonstraţie în L, este similară rezultatelor 


deja prezentate în 2.2.1.1 — 2.2.1.6. Să luăm câteva exemple, mai întâi cazul în care mulțimea 
de formule din origine are un singur element. 


Fie a:(pva)>(avp). Vom construi un tablou Hintikka pentru —@, prin 
aplicarea Reg, şi Reg p. 


(p v a) 2 (a v р) 
pv q.—(a v p) 


р“, 70,7р 


PN 


Pq mP 4,9, v» 


21 În elaborarea ei originală (Hintikka) toate mulțimile de formule apar încadrate. 
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Cum ambele puncte finale contin atât o formulă cât si negația ei, tabloul Hintikka al lui ^ 
este închis. a este deci o formulă valida a £, . 


Fie :[(p2a)^(a27)] (p 27) 


-d(p>a)A(a>r)> (рэ ғ) 


(p >q)a(q>r),(p>r) 
p24,42r,-Xp2r) 


P2qaqor,p,r 


# 


p24q.p,ar,-q p24.p,w,r 


ZW 


Р, TW, 74. 7p p,or,-q,q 


Remarcă. Acest tablou semantic poate fi prescurtat trecând direct in origine mulțimea 
de formule aflată in rândul trei, respectiv ( p 24,9 2 r, p > ғ) ). Căci dacă din adevărul 
formulelor (premise) pq şi qr rezultă adevărul formulei (concluzie) por, atunci 
mulțimea formată din premise şi negația concluziei este nesatisfiabilă. Echivalenta din £, 
care exprimă acest fapt este: (t a B)> у= (а^ В ^y). Totul se reduce aşadar la a arăta 
că mulțimea (0, 5, у} are un tablou Hintikka închis. 

Exercifiu. Se dau următoarele formule ale L,: 

a, :(p > 4) 3(74 2 —p) 

a, :(p24)2|(a 2 )2(» >r) 

a, (po a)^(p»r)oIp a @ar)] 
a, :[(p>4)>(p 2r] [» S (a ^7) 
25:[(p/a) 2 а]э (rv) 

a, ilp talir] alqor) 


Sunt ele formule valide ale £,? Decideti cu ajutorul tablourilor Hintikka. 
2.2.2. Corectitudinea si completitudinea metodei tablourilor analitice în 7, 


2.2.2.1. Corectitudinea metodei tablourilor analitice în £, 

Considerăm mai întâi un tablou T si o interpretare a variabilelor din Т. 

Definiţia 1. O ramură R, a tabloului T se numește adevărată în interpretarea dată 
dacă toți termenii ramurii &, iau valoarea logică adevărat în interpretarea dată. 


Definiţia 2. Un tablou T se numeşte adevărat într-o interpretare dată dacă are cel 
puțin o ramură adevărată în interpretarea respectivă. 
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Lemă. Dacă T, este o extensie directă a lui T,, atunci Т, este adevărat în orice 
interpretare în care T, este adevărat. 

Demonstrația lemei. Presupunem cà T, este adevărat, contine deci o ramură adevărată 
R,. T, se obține din T, prin adăugarea unui succesor (dacă extensia se face prin aplicarea 
regulii R,) sau a doi succesori (dacă aplicăm regula К) la o ramură R a lui 7,. Avem două 
cazuri: 

Cazul 1. Ramura R , cea extinsă, este distinctă de R, (i.e. de ramura adevărată a lui 
T,). Їп acest caz T, este adevărat, pentru că ramura R, este in continuare o ramură adevărată 
alui 7;. 

Cazul 2. Ramura R, este identică cu R,. Înseamnă că R, a fost extinsă fie prin 
aplicarea unei reguli R,, fie prin aplicarea unei reguli R4. Dacă R, a fost extinsă prin 
aplicarea R,, înseamnă cá R, confine o formulă a adevărată (prin presupozitie), iar la R, am 
adăugat una din formulele a, a, (adevărate, fiindcă a este adevărată). Aşadar, extensia T, a 
lui 4,, în acest caz, generează un tablou adevărat. 

Similar argumentăm pentru cazul în care extensia se face prin aplicarea regulii А, 
(exercițiu). 


Teorema corectitudinii. Orice formulă demonstrabilă prin metoda tablourilor 
analitice este o formulă validă a L,- Echivalent: Originea oricărui tablou semantic închis 


este o formulă nesatisfiabilă. 

Demonstrație. 

Conform definiţiei, demonstraţia unei formule @ este un tablou analitic închis pentru 
negația ei, -1@. Construim așadar un tablou cu ~g în origine. Prin inducție matematică, pe 
baza lemei de mai sus, conchidem că dacă originea tabloului este adevărată într-o interpretare, 
atunci orice tablou Т este în mod necesar adevărat în interpretarea respectivă. Prin 
contrapozitie, deducem de aici că dacă tabloul semantic al lui ~œ nu este adevărat їп nici о 
interpretare (і.е. este un tablou închis, fapt echivalent cu o demonstrație pentru @), atunci 
originea (i.e. formula 10) nu este adevărată în nici o interpretare (este deci nesatisfiabilă, 
fapt echivalent cu validitatea lui œ). Aşadar, dacă o formulă a £, este demonstrabilă cu 


ajutorul metodei tablourilor analitice, atunci ea este o formulă validă a L,. 


Consistenta metodei tablourilor analitice: metoda tablourilor analitice nu 
demonstrează atât o formulă cát și negația ei. Acest lucru rezultă din demonstrația de mai 
sus, căci dacă formula demonstrată este validă, nu poate fi validă şi negația ei. Nefiind validă 
negația ei, aceasta nu este demonstrabilă (prin contrapozitie din th. corectitudinii). 


2.2.2.2. Completitudinea metodei tablourilor analitice în С, 


Teorema completitudinii. Orice fonnulă validă a logicii propozifiilor este o formulă 
demonstrabilă prin metodă tablourilor analitice. 

Demonstraţie 

Pentru demonstrația teoremei completitudinii vom utiliza următoarea teoremă. 

Th. Orice ramură deschisă completă a unui tablou analitic este satisfiabild. 

Vom demonstra această teoremă în formularea echivalentă a lemei lui Hintikka. 
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Lema lui Hintikka. Orice mulțime Hintikka finită este satisfiabila = 

Echivalenta dintre Th şi Lema lui Hintikka este dată de următorul fapt: dacă R este o 
ramură completă şi deschisă a lui Т, atunci mulțimea termenilor ei este o mulțime Hintikka 
(Г, ), adică o mulțime care satisface următoarele condiţii: 

1. Nu conține nici o variabilă împreună cu negația ei. 

2. Dacă ae atunci d, € I} şi azel,. 

3. Dacă BeTa, atunci B, eI, sau В,єГ,. 


Demonstratia Lemei lui Hintikka. 

Fie Г, o mulțime Hintikka. În următoarea interpretare toate elementele mulțimii DI, 
sunt adevárate: 

a) Dacă o variabilă pe Гу, atunci lui p îi asignám valoarea logică adevărat. 

b) Dacă spe T, , atunci lui p îi asignăm valoarea logică fals. 

c) Dacă пісі p, nici —p nu aparţin lui Гу, atunci lui p îi asignăm o valoare logică 
arbitrară. 


Exemplu. Dacă a este formula (p> q)^-r , atunci tabloul analitic al formulei a 


este: 
1. (p Dq)a ar 
2. род Ty = (ро 4) r.p 24,—r.—0] 
3. ar ГЇ ={(p > q)a-r, p24,-n.q) 
4. —p 5. q 


Arnbele ramuri complete ale formulei a sunt deschise şi deci putem construi două 
mulțimi Hintikka. Cum —p şi —r aparțin lui I, lui p şi r le vom asigna, cf. b), valoarea 
logică fals. Nici q, nici —q nu apar ca formule distincte in Гу, motiv pentru care q poate 
primi orice valoare (cf. c)). 

Demonstrația faptului că toate elementele unei mulțimi Hintikka sunt adevărate în 
interpretarea de mai sus o facem prin inducție pe gradul unei formule. 


Toate variabilele propozitionale (ie. formulele de gradul zero) sunt adevărate (prin 
construcţia interpretării). 


Presupunem acum că a este o fonnulă din Гү de un grad mai mare decât zero şi că 
toate formulele din Гү, de un grad mai mic decât gradul lui a sunt adevărate. Vom arăta că si 
a trebuie să fie adevărată. 

Cum a este de un grad mai mare ca zero, ea trebuie să fie o formulă a sau ff. Dacă a 
este o formulă a, atunci atât а, cât şi а, sunt în Гу, prin condiţia 2 de mai sus. Însă a, si 
а, sunt de un grad mai mic decât а, deci sunt adevărate (prin ipoteză). Aşadar, şi a este 
adevărată. lar dacă a. este o formulă £, atunci fj, sau В, se află în Гы, prin condiţia 3 de 


22 “ge TEES . ч РЕ MS t " sag i z M 
Condiţia „finită” din lemà nu este necesară. Însă în formularea „Orice mulțime Hintikka finită sau infinită este 
satisfiabilà" le ma nu este echivalentă cu Th, ci este un enunț mai tare. 
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mai sus. Oricare din formulele В,, В, s-ar afla in T, , ea este adevărată (prin ipoteză), având 
un grad mai mic decât J. Si deci J este adevărată. 

Reformulam acum teorema de  completitudine, în acord cu conceptul 
demonstrabilității prin metoda tablourilor analitice: Dacă а este o formulă validă, atunci 
orice tablou analitic complet al lui —a este închis. 

Demonstrația teoremei completitudinii, în această reformulare, rezultă cu uşurinţă din 
Th de mai sus (demonstrată în forma Lemei lui Hintikka). Presupunem că T este un tablou 
complet pentru ~a (pentru negația lui «!). Dacă Т este deschis, atunci ~w este satisfiabilă 
(prin Th) şi deci anu este validă. De unde, prin contrapozitie, deducem că dacă a este validă, 
atunci tabloul complet pentru —u este unul închis. 

Remarcă. Dacă formula considerată nu este validă, atunci tabloul complet al negafiei 
ei este.unul deschis, iar categoriile de asignări conţinute în ramurile deschise (i.e. variabilele 
propozitionale negate sau nenegate) oferă contraexemple ale formulei considerate (adică 
interpretări în care formula este falsă). 

Exemplu 


B:[(p/q)a-r]>—p 
=: 1. af Î(pra)n=rl>—p } 


2. (pi g)^^r 
3. p 
4. plq 
5. —r 
6. —p 7. =q 


Ramura deschisă contine următoarele formule: -7q , —r, р. Cum tabloul analitic al 
lui -72 conține o ramură deschisă, categoriile de asignări conținute in această ramură (i.e. 
q=fals, r-fals si p=adev) reprezintă un contraexemplu al formulei /, adică asignări în care 8 
este Ғађӣ. Verificarea acestui fapt este elementară (exercițiu). 


2.2.3. Compacitatea în £, 

Problema compacitatii în £, înseamnă următorul fapt: Dacă Г este o mulțime infinit 
numărabilă de formule ale £, şi fiecare submulțime finită Г, este satisfiabilă, atunci este Г 
satisfiabilă? 

Teorema compacitáfii. Dacă orice submulțime finită Г, a unei mulțimi infinit 
numărabile Г de formule ale £, este satisfiabilă, atunci Г este satisfiabilă. 

Pentru demonstrarea teoremei compacitatii sunt suficiente următoarele două leme: 
Lema lui Hintikka si Lema lui König. 

De data aceasta vom considera Lema lui Hintikka ín varianta mai tare: 

Lema lui Hintikka. Orice mulțime Hintikka infinită este satisfiabilă. 

Demonstrația acestei leme este cea dată anterior. 


Lema lui König. Orice arbore finit generat cu infinit de multe puncte confine cel puțin 
o ramură infinită. 
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Demonstratie 

Definiţie. Un punct al arborelui T se numeşte bun dacă are infinit de multi succesori; 
în caz Contrar se numeşte rău. 

Prin ipoteză, T are infinit de multe puncte, dispuse pe ramuri începând cu originea. 
Deci originea este un punct bun. 

Dacă toţi succesorii unui punct ar fi răi, atunci punctul respectiv ar fi rău (căci ar avea 
un număr finit de succesori). Deci un punct bun trebuie să aibe cel putin un succesor bun. 


Deci originea, x, are cel putin un succesor bun, x, care şi el trebuie să aibe un succesor bun, 
X, etc. In felul acesta putem genera o ramură infinită ( ху, x, x, , ... ). 


Remarcá 1. Un punct bun аге in mod necesar un succesor bun doar daca arborele este 
finit generat. Ín caz contrar, asertiunea nu este valabilá (argumentati acest fapt). 

Remarcá 2. Pentru orice arbore finit generat avem urmátoarea echivalentà: 
„Pentru orice n există un punct de nivelul n“ Echival „Arborele T are infinit de multe 


puncte“. 
Cu aceste două leme demonstrația teoremei de compacitate arată astfel. Aranjăm 


mulțimea Г într-un sir numărabil de formule @,,@,,...,@,... şi presupunem cá pentru orice 
n mulțimea {@,,@,,...,@,} este satisfiabilă. Construim un tablou analitic complet pentru Q. 
Acest tablou nu se închide, deoarece a, este satisfiabilă (prin presupozitie). La fiecare ramură 
deschisă a tabloului formulei œ, adăugăm œ, şi continuăm construirea unui tablou complet. 
$1 acest tablou va avea cel puţin o ramură deschisă, căci în caz. contrar (a,a,) ar fi o 


submulțime finită nesatisfiabilă a lui Г (contrar presupozifiei) La fiecare ramură deschisă a 
tabloului astfel obținut adăugăm acum @, şi continuăm construcția unui tablou complet, 


adăugăm apoi @,,0;,... . Pentru nici un n tabloul astfel construit nu se închide (căci în caz 
contrar ar exista un n finit astfel încât {a,,...,@,} ar fi nesatisfiabilă (contrar presupozitiei). 


Am obţinut astfel un arbore infinit. Prin Lema lui König, tabloul contine cel putin o ramură 
infinită deschisă R si care confine toate formulele @,, iar mulțimea tuturor formulelor lui R 


este o mulțime Hintikka. Prin Lema lui Hintikka ea este o mulțime satisfiabilă. Si deci şi 
mulţimea T este satisfiabilă (pentru că este inclusă în această mulțime Hintikka). 


2.3. Axiomatica L, 


2.3.1. Preliminar 

Modul de demonstrare a teoremelor in sistemele axiomatice, numite $i sisteme lip 
Hilbert, este esenţial diferit de demonstrarea în sistemele tip Gentzen?, de aplicarea metodei 
rezoluţiei” sau cea a tablourilor analitice. Dacă în acest din urmă caz demersul demonstrativ 
începea cu negația formulei date şi se ajungea la o contradicție (în forma unui tablou analitic 
închis), în cazul sistemelor axiomatice se pleacă de la anumite formule valide, numite axiome, 
iar prin aplicarea repetată a unor reguli de deducție se ajunge la formula demonstrată. În 
această structurare axiomatic-deductivă logica propozitiilor devine calculul axiomatic al 
propozitiilor. Sistemele tip Hilbert cunosc o mare varietate de forme, întâlnite atât în logica 
clasică cât şi în logici neclasice. Ele se deosebesc, de exemplu, după formulele alese ca 
axiome, după operatorii logici în care sunt redate axiomele, după regulile de deducție. Să 
menţionăm câteva exemple notabile. 


3 Comp. 2.5. 
и Comp. 2.6. 
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Sistemul axiomatic fregean” al L, are şase axiome, exprimate cu ajutorul negafiei si 
implicatiei, plus două reguli: regula substitutiei şi modus ponens. 

Acest sistem a fost simplificat de către J. Lukasiewicz, reducând numărul axiomelor la 
trei. Mai mult chiar, utilizând cei doi operatori, — şi D, este posibilă o construcție 
axiomaticá a /, pe baza unei singure axiome. 


Un sistem axiomatic similar, utilizând o singură axiomă, axprimată strict cu ajutorul 
operatorului „/” (incompatibilitate), a fost construit de J. Nicod 27 Axioma acestui sistem este 
[p /(д / r)\V{s/ (s/ Milva) (pi у)/(р/»))]}, iar regulile utilizate sunt: regula substitutiei si 
următoarea regulă: din a si a/(B/y) rezultă y. 

Un alt sistem axiomatic al L, este cel elaborat de Hilbert si Ackermann”, sistem care 


utilizează patru axiome exprimate cu ajutorul disjunctiei şi negatiei, iar ca reguli de deducție: 
substitutia şi modus ponens. 

Sistemul axiomatic, construit de S.C. Kleene” , are la bazá zece scheme de axiome, 
construite cu operatorii: negatie, Cong anc te, dijunctie şi implicatie, plus regula modus 
ponens. În fine, sistemul lui Rosser” ia ca operatori primitivi negația $1 conjuncfi a’, 

Dincolo de deosebirile mentionate mai sus dintre sistemele axiomatice mai putem 
adáuga una: unele sisteme sunt construite pe baza unor axiome specificate, altele pe baza unor 
scheme de axiome *?. Să ilustrám această diferenţă. 

Fie S următorul sistem axiomatic: 


Axiome: Axl. a3(B 2a) 


Ax2. [a5 (82 у]э[(@э 8) (a> у) 
Ax3. (2a248)5 (82a) 


Regula de deducție: МР a,a 5 f 


B 


Fie S" următorul sistem axiomatic. 


Axiome: Axl". p>(q> р) 
Ах2'. [р> (а> a (p 2 g) 3 (p >>) 
Ax 3°. (^p274)2 (a2 p) 


? G. Frege, Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildeten Formelsprache des reinen Denkens, Hale, 
1879; in englezá in J. V. Heijenoort (ed), From Frege to Gódel, Harvard UP, 1967, 1-82. 

26 Cf. J. Lukasiewicz; A. Tarski, Untersuchungen über den Aussagenkalkiil, C.R. Soc. Sci., Varsovie, 23, Ш, 
1930; în engleză in A. Tarski, Logics, Semantics, Metamathematics, Oxford, 1956, cap. IV. 

” J.G.P. Nicod, A reduction in the number of the primitive propositions of logic, Proc. Camb. Phil. Soc., 19, 
1917. Comp. si Quine, A note on Nicod’s postulate, Mind 41; [. Copi, Symbolic Logic, Third ed., Macmillan Co, 
1967, § 8.6. 

? Cf. D. Hilbert si W. Ackermann, Grundzüge der theoretischen Logik, zw. verb. Aufl, New York, Dover Publ., 
1946, $$ 10-13. 

% S.C. Kleene, Introduction to Metamathematics, North-Holland Publ. Co, 1964, § 19. 

30 B. Rosser, Logic for Mathematicians, New York, 1953. 

! Pentru referiri la diferitele axiomatizări, inclusiv indicații istorice, comp. I. Copi (op. cit), A. Church, 
Introduction to Mathematical Logic, Princeton UP, 1956, A. Heyting, /ntuitionism, 1956. 

22 O axiomi este o formulă a limbajului obiect (i.e. a calculului), pe cánd o schemá de axiorná este un enunt care 
spune că orice formulă care satisface anumite condiţii (i.e. are o anumită formă) este o axiomă. 
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Reguli de deductie: A Dy pees p) 
MP (de mai sus) si regula substitutiei Subst 
alp, I B... Pe! B) 

Sistemele 5 $1 S" se raportează in următorul fel: S" utilizează strict 3 axiome (cele 
specificate), pe cand S utilizează doar scheme de axiome 2°. În acest din urmà caz, va fi 
axiomă a sistemului S orice formulă a £, care are forma menţionată de scheme, deci si 
axiomele lui 5". S are, aşadar, o infinitate de axiome. Întrucât în sistemul S regula substitutiei 
este dispensabilă, singura regulă de deducție a acestui sistem este modus ponens. 


Exemplu de demonstrație în S 
Thl. ауа 
1. [æ > (а> æ) > 9] > [(@ > (æ > а)) > (æ > a); Ax2 
2. aD ((æ >a) >a); Axl 
3. (æ > (a2 a)) 3 (a 2 a); 1,2 MP 
4. a 2 (a2 a); Axl 
5. ауа; 4,3 MP 


Exemplu de demonstraţie in S" 
Th 1°. рор 


м 


рэ (92 р); Ахї 
. p25(a2 p)2pht.a 2р 
[p 3 (a2 7] (0 2 4) (p> r)]; Ax2' 
. (p»2[(a» p)>r}> [p> (a2 р] э(рэг); 3 4'4 >p 
‚ {р э[(дэ р)> p> [p > (a2 p)]> (p > p}: 4 vp 
. [p 2 (a2 p] S (p> p); 2. 5 MP 
7. рэр; 1,6 МР 

Simbolurile din dreapta fiecárei linii indica linia / liniile din саге 5-а obtinut linia 
respectivá si regulile corespunzatoare. 

Dacă in S' teorema demonstrată este р р, în sistemul S, corespunzător, Œ > a@ 


QV tn A» W N 


este schema de teoremă”, caz in care œ poate fi orice formula a £,: p, (p/q)Ar, 


(p=q)> (rvs) etc. 

Remarcă. Aşa cum putem uşor constata, utilizarea schemelor de axiome simplifică 
demonstrațiile într-un sistem, deoarece Subst devine dispensabilă, fără a se pierde nimic, căci 
are loc:+ „a ddacă ra, unde ,J- * înseamnă „ este demonstrabilă“ sau „œ este teoremă“ 
(Simbolul situat dedesubt indică sistemul axiomatic avut în vedere). 

Argument. Presupunem că Dem este o demonstraţie a formulei @ în S (i.e. F 50). Însă 
cu ajutorul regulii substitutiei axiomele lui S, care intervin în această demonstrație, pot fi 
deduse din axiomele sistemului 5°. Таг dacă în Dem se înlocuiesc aceste axiome cu deductia 


lor în 5°, atunci demonstrația formulei œ în S trece în demonstraţia acestei formule în 5" 


3 , В А i А = 
? Chiar даса le vom numi tot axiome, deosebirea este evidenta. 
34 . ta ts 
Chiar daca le vom numi in continuare tot teoreme. 
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Invers, presupunem cá Dem este o demonstraţie a formulei œ in 5° (ie. Ha). 
Dem” poate fi transformată într-o demonstrație Dem", în care Subst se aplică numai 
axiomelor şi teoremelor obţinute din axiome prin aplicarea acestei reguli (respectiv, Subst se 
aplică înaintea MP). În acest fel, axiomele care apar în Dem" şi teoremele саге apar în 
Dem" , obţinute prin aplicarea Subst, devin axiome ale sistemului S. Si deci dacă în Dem” 


eliminăm formulele asupra cărora s-a aplicat Subst, atunci obținem o demonstrație a formulei 
a în S. 


Si deci teoremele celor două sisteme, S si S" , coincid. 
Remarcă. Nu este valabilă însă următoarea echivalență: 
Q., Fæ ddacá Q,...,@, H. & (aşa cum vom arăta mai jos). 


Întrucât „demonstrația“ și „deducția“ sunt concepte fundamentale ale axiomaticii, să le 
introducem definifional. 

Definiţia 1. O demonstraţie într-un sistem axiomatic este un şir finit de formule 
B... B,, astfel încât fiecare formulă a șirului este fie о axiomă, fie rezultă din formule 
anterioare ale șirului prin aplicarea unor reguli de deducție. Ultima formulă a sirului, f,, 
este formula demonstrată (echivalent: В, este o teoremă; simbolic CB, ). 

Definiţia 2. O deducție într-un sistem axiomatic a unei formule dintr-o multime de 
formule {a,,....@, } este un sir finit de formule f,,... В,, astfel încât fiecare formulă a șirului 
este fie o axiomd, fie o formulă a, (i =1,...,m), fie rezultă din formulele anterioare ale șirului 
prin aplicarea unor reguli de deducție. Ultima formulă a șirului, В,, este formula dedusă din 
cele m аѕитрій (simbolic: a, ,..., Qt, В,). 


demonstrabilă dacă а este deductibilă dintr-o mulțime vidă de asumptii. 


Remarcă. Aplicarea regulii substitutiei într-o deducție a unei formule Ø din 
asumpțiile @,,...,@,, are o restricţie notabilă: nu se aplică celor m formule asumptie. 
Explicația este următoarea. Formulele asumptie pot fi orice fel de formule: valide, 
nesatisfiabile sau satisfiabile. Dacă în primele două cazuri determinatiile „valid”, respectiv 
,nesatisfiabil" se conservă în orice aplicare a Subst, în cel de-al treilea caz acest lucru nu mai 
are loc. Fie, de exemplu, formula satisfiabilă (p A q) 2 r . Prin aplicarea Subst asupra acestei 
formule (plpwv—p.qíqw-qg,rír^-r) obtinem formula nesatisfiabilă 
(p v—p)^(a v—a)]2 (r^—r). Similar putem construi o formulă validă (exercițiu). 
Aplicarea nerestricti vă a Subst într-o deducție ar valida o deducție (ilicită) de genul p F q. 


2.3.2. Sistemul axiomatic S 
Sistemul S(—,2), de mai sus, este sistemul obținut de J. Lukasiewicz prin 


simplificarea sistemului fregean din Begriffsschrift. Rămânem în cele ce urmează la acest 
sistem. 


Axiome: Axl. aS (Во a) 


Ax2. [a3 (£ > у]> (a 2 8)> («5 5) 
Ax3. (422 44)2 (B 2 a) 
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Regulă de deducție: МР (modus ponens) aa > В 


B 
Definiţii. Def. 1. av B=, лао B 


Def. 2. ал B =, “(av В) 
Def. 3. a= B =y (а> B)^(820) 


Definiţiile, într-un sistem axiomatic, sunt abrevieri. Ele permit înlocuirea unor 
combinații de simboluri cu altele, de obicei mai simple. 


Teoreme în sistemul S 


Th. 1. азов (cf. 2.3.1) 
Th. 2. 2a 2 (ао f) 
1. (582 ~а)> (a > B); Ax3 
[C82 ~a) > («> £) > [5a > (X8 > ~na) > (a > B))]: Ax 
чао (G8 э 4a) > (æ > B)); 1,2 MP 
4а > [AB s7a)5 («5 B)» (ha > (485 ~na) þa э (e > B) Ax2 
. [5a > (AB 2522)]2 þa (a > £)); 3, 4 MP 
. ~g > (~p > ча); Ax 
. ~g 2 (a > В); 5,6 MP 


Мо (л RU м 


Aceeaşi teoremă poate fi însă demonstrată în mai multe moduri într-un sistem. Logica 
este interesată de elaborarea acelor metode de demonstrație care permit o maximă simplificare 
a demonstrației teoremelor. Pentru aceasta adesea sunt utilizate metateoremele. Distincția 
dintre о teoremă şi о metateoremă rezidă în următorul fapt: teoremele sunt formule 
demonstrate strict cu mijloacele sistemului S, şi deci sunt formule ale lui S, pe când 
metateoremele sunt asertiuni a căror demonstrație depăşeşte aceste mijloace, încluzând şi teze 
metateoretice intuitive. O astfel de metateoremă este teorema deduc [iei %. 


Teorema deductiei (Herbrand)*® 

Dacă ол... B, atunci Asu + а, о В. 

Demonstraţie. Presupunem antecedentul conditionalului din enuntul teoremei, adică 
AG, ү В. În acord cu definiția deductibilitatii există deci un şir de formule f,,.., B, 
(unde f, = В), care reprezintă deductia lui Д din asumpfiile @,,...,@,. Vom demonstra, prin 
inducție pei (1 Si <m) cà &..., a, p- а, D B. 

i = 1. In acest caz deosebim următoarele subcazuri: 

a) f, este o axiomă. Pe baza Axl avem Д, 5 (а, > B). De unde, prin MP, obtinem 
GQ l- €, 2 B,. 

b) fj este oricare din formulele asumptie @,, cu |n. Tot pe baza Axl avem 
a, > (a, 5 с); de unde, prin MP, obținem @,,...,@,.; К a, 2 @,, adică @%,,...,@,,F а, 2 В. 


35 Бага riscul unei confuzii, le vom numi în continuare teoreme. 
% Cr J. Herbrand, Recherches sur la théorie de la démonstration, Travaux de la Soc. des Sci. et des Lettres de 
Varsovie, III, Vol. 33, 33-160. 
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c) Д este formula @,. Vom avea, corespunzător, Œ»... Œ, Ка, 29, (prin Th 1), 
+ @, 2f. 
Presupunem acum că &,...„,G,t @, > f, pentru orice j < i. Deosebim următoarele 


adică Q,...,@,, 
subcazuri: а) Д este o axiomá. 
b) Д, este o formulă asumptie @, {+ n. 
c) В, este formula q,. 


În aceste subcazuri procedăm corespunzător celor trei situații de mai sus. 
d) B, rezultă prin MP din două formule anterioare J, si Д, (k, p < i) unde B, 


are forma б, > В. 
Prin ipoteza inducției avem: Q5,,.., 0, , H €, DB, $i 0&4, 0,4 +a, 2 (B, > 8). 
Însă, prin Ax2, are loc [a, 2 (8, > 81 [(с, > &,) (e, > &)]. De unde, printr-o 
dublă aplicație a MP obținem @,,...,@,_, H- @, 2 1. Si deci pentru i = m vom avea @ ,..., a, , 
а, D Pa» adică Œ,- у а, 2 В. 


Remarcă. În demonstrarea teoremei deductiei sunt suficiente următoarele resurse 
teoretice: Axl, Ax2, Th 1 şi MP. 


Corolar. Dacă à... & В, atunci ra > (a, э... э (æ, > В).) 


Semnificația metateoremelor rezidă, în general, în faptul că garantează existența unor 
derivări, fără ca derivările să fie menţionate explicit. Însă utilizarea unei metateoreme în 
demonstrarea unei teoreme nu face demonstrația ca atare una metateoretică. Căci dacă se 
caută o demonstrație anume, în toate detaliile ei, atunci aceasta poate fi construită din 
demonstrația metateoremei corespunzătoare. 

Căci, conform teoremei deductiei, de exemplu, dacă J este deductibilă din asumptiile 


Q,....Q,, atunci &, D В este deductibilă din asumptiile @,....@,_,, iar acest lucru poate fi 
demonstrat presupunând deductibilitatea formulei Ø din cele n asumptii (într-un sir de 
formule Д ,..., 5, ) şi construind apoi o deducție a formulei œ, > д din primele n-/ asumptii, 
înlocuind toate formulele sirului deductiv al lui Д din 4,...,0,, respectiv Ø, (1<і< т), cu 
formula @ > J, şi inserând în acest şir toate acele formule din care a, > J, rezultă. Iar acest 
demers se rezumă la considerarea celor patru cazuri posibile, după cum Д; este о axiomă, о 
formula asumptie diferită де @,, formula œ, sau Д, rezultă din două formule anterioare ale 
şirului prin MP. Adică 

a) B, este o axiomă. Înlocuim această formulă cu œ, > £, şi inserám în şirul deductiv 
formulele din care această formulă rezultă, adică: Д. 2(«, > д) şi Д,. Includem aceste 
formule înaintea formulei a, > f, , astfel încât, prin aplicarea MP obținem tocmai с, > f. 

b) Д, este o formulă asumpţie о, cu a, #@,. Si în acest caz procedăm ca în a). 

c) Д, este formula @, . Ín acest caz in sirul deductiv vom insera toate formulele din 
care a, D а, rezultă, adică Thl de mai sus. 

d) B, rezultă prin MP din două formule anterioare д, si B, (k, p < 1), astfel са 
В,= В, > В. În acest caz înaintea formulei œ, > f, vom pune formulele a, 5 Д, si 
a, >(B, > В.) plus Ax2: [a, 2 (B, > £)J>[(@, > B.) » (e, > A)| din care printr-o dublă 
aplicare a MP obținem formula c, > f. 
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Exemplu. Th 2: ^a 2(a f). Utilizând teorema deductiei demonstrația acestei 
teoreme se poate face astfel. Deducem mai întâi, din ~g , implicatia a> Д: 

1. ^4; as 
. aa > (4f 52a); Axl 
.2523«;1,2MP 
. (482 5a)2 (a > B); Ax3 
. a> B;3,4 MP 

Am obținut, aşadar, aa с> fl. De unde, prin Th. deduc(iei, F ~g > (о> f). 
Acum, din demonstrația teoremei deduc[iei, putem construi o demonstrație a acestei teoreme, 
realizată integral cu resursele sistemului S, fără a utiliza teorema deductiei. Pentru aceasta 
procedăm în acord cu indicaţiile a)-d) din demonstraţia teoremei deductiei. 

Şirul de formule 1-5, de mai sus, sunt formulele f... ,. Înlocuind aceste cinci 


UP WN 


formule cu formulele 5a > B, (1<i<5), obținem: 

1'.2a Dang 
2'.5a 2 [5a 2 (485a) 
3*.2a 2 (48 25a) 
4*.2a 5 (48 5 -a)5 (a> £) 
5'.2a > (e> В) 

Tar acum trebuie să inserdm în acest şir deductiv toate acele formule care justifică 
formulele 1*-5*. Iar acest lucru îl facem în funcție de ce anume este formula £, (1<i<5) 
din şirul deductiv 1-5. 

В, este formula —a. Avem aşadar cazul c), motiv pentru care vom trece succesiv 
toate cele cinci formule care alcătuiesc demonstraţia formulei 1°, ~œ 2 ^a (i.e. Th. 1). 

fl; este Axl. Aici avem cazul a). Vom insera în şirul deductiv 1° -5° toate formulele 
din сае rezultă formula 2', adică —a>(-B>—a) (Axl) © si 
[4a 2 (^7 222)] 2 [5a > Ga > (48 > ^a))] (Ax1). De unde, prin MP, obţinem 2°. 

B, se obţine din formulele 1 şi 2 prin MP. Aici avem cazul d). Si astfel înaintea 
formulei 3” vom pune următoarele formule: ~g Dna si Ја > (ао (482 —@)) plus 
Ax3: þa ahe» G8 > а) »[(^« > aaa (482 -«a)). De unde, printr-o dublă 
aplicare a MP, obținem 3°: ~g > (48 > a). 

В, este Ax3. Din nou, avem cazul a). Procedám similar. Adică inserám in şirul 
deductiv 1°-5*, înaintea formulei 4' toate formulele din care ea rezultă: Ax3 şi 
3B, >(-@> B,): (82 52)» (a5 85 [^a2 (-в>-о)> (a 5 8))]. De unde, prin 
MP, obţinem 4. 

В; se obține din formulele 3 şi 4 prin МР. Avem, din nou, cazul d). Si deci înaintea 
formulei 5* vom insera următoarele formule: 

nas (482 Ја), 4a > [np > 4«)2 («5 В) si 

Ax2: (а> [-8> а) (a5 8)» {ha >p >-0))5 a3 (a> Al}. De 
unde, printr-o dublă aplicare a lui MP, obţinem formula de demonstrat, 5" . 


Insiruind toate formulele menționate mai sus obținem o demonstrație a Th? din 
demonstrația teoremei deductiei. 
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Remarcá 1. Teorema deductiei explicitează o corelaţie esenţială între demonstrații şi 
deductii. În demonstrația unei teoreme este suficient să demonstrăm relația corespunzătoare 
de deductibilitate iar apoi să aplicăm teorema deductiei. Așadar, teorema deductiei se poate 
constitui într-o regula derivată de deducție, în sensul cá, o dată demonstrată, pe baza ei 
inferăm existența unor deductii / demonstrații, fără construcţia lor efectivă. 

În fine, o altă metateoremă importantă este cea privitoare la înlocuirea expresiilor 
echivalente. 


Teorema înlocuirii (echivalentilor): B = у а, = а,. 
În expresia de mai sus, а, 8, у sunt formule ale L,» В este o subformulă a lui a (i.e. 
Œa) iar а, se obţine din a, prin înlocuirea a zero sau mai multe ocurente ale lui Д in 


formula a cu formula y. 

Demonstraţie (inducţie ). 

Fie, în cele ce urmează, n gradul formulei a, minus gradul formulei f. 

1. n =0. În acest caz: B=y + Bs y. 

2. n > 0. Presupunem că teorema are loc pentru orice j < n şi vom arăta că are loc si 
pentru n. În acest caz @, are forma @,. , unde a. este diferită de B' „iar B este o formulă 


gt 
în care fj este subformulă. Aşadar, f' = 8; (A poate fi diferită sau nu de Д). Cum gradul 
formulei f° este mai mic decât gradul formulei @ p › Prin ipoteza inducției, teorema are loc; 
aşadar: 8 = у- Bj; = fj. Considerând acum forma formulei о, deosebim cele două cazuri: 
a) @„ are forma ~f}. În acest caz @, are forma —/;. Vom avea: 
1. B5 y;as 
2. В=у F f; = 8); ipot. ind. 
3.(B2 y)S (ff, = B, 2 Th. ded. 
4. B, = B5; 1,3 MP 
5. By = B; =) =—/; Th. 33 (mai jos) 
6.035 = Bi) > (~p; 5 —;); 5, Th. ded. 
7. ~; 2 8,4, 6 MP 
Avem deci =y + ~p; 2—,,adicá J =y а =а,. 


b) a are forma 1. f; > 5 sau 2. ô > f. 
b1) ар = Ву эд. Si deci а, = В, э 5 

1. В= у; аѕ 

2. B=y + B5 = B; ; ipot. ind. 

3. (B 2 y)2 (3; =f"); 2 Th ded 

4. f, = f 13 MP 

5. B; > B;;4, Def. 3, Th. 20 

6. B; > B; 4, Def. 3, Th. 21 
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7. B; > Ba, By 28+ B; DÔ; Th.24 
8. (8; > Bs) > (B; 236)2 (B; э б)]; 7, Corol. Th. ded. 
9. (83 25)>( B > 8); 6,8 MP 
10. 8,2 8, 8,26 - B; Ô; Th. 24. 
11. (852 8) >[( 8; э 6)2 (B; > 6)]; 10, Corol. Th. ded. 
12. (8; 35)>( fj 6); 5, 11 MP 
13. (8; >8)= (B; > 6); 9, 12, Th. 27, Def. 3 
Și deci J = y- (B; > ĝ)= (B, 20); adică f=y ra,=a,. 


b2) a, 26 5 B. Şi deci æ, =ô > B, 
1-6 dinbl 
7. By > 85, бэ By 6 5 B3; Th.24 
8. (83 > Ё;)э[(ёэ £,)2 (6 > £); 7, Corol. Th. ded. 
9. (ô > Ba) (6 2 B;); 5,8 MP 
10. 4,585,052 B, + бэ B5; ТЬ. 24 
11. (4; > By) 2((62 £5) 2 (6 5 8)]; 10, Corol. Th. ded. 
12. (> 8,)23 (6 2 B5); 6, 11 MP 
13. (5 > £;)s (6 5 87), 9, 12, Th 27, Def. 3 
Şi deci, а= 8 F- (65 8;)= (62; adică a=B + a5 2a, 


Remarcă 2. Demonstratia de mai sus este o demonstrație pur sintactică a teoremei 
inlocuirii. Aga cum am vázut їп 2.1.5 , in teoria functiilor de adevár avem o teoremá similará: 
teorema (semantică) a înlocuirii (echivalentilor): Dacă B=y, atunci a, =a,. De unde 
deducem J =y FQ, =a, (de се?), echivalent = (B=¥)D (4, =a,) (prin teorema de 
normalitate). In cazul în care presupunem demonstrată teorema completitudinii sistemului S, 
conchidem asupra - (Js y)5 (ар =a,). Si deciB =y + @,=a@,. Aşadar, cu presupozitia 
menționată, teorema sintactică a înlocuirii este un rezultat imediat al teoremei semantice a 
înlocuirii. 

Th. 3. [e > (а> 8) 3 (a2 В) 

1. «25 (a > В); аѕ 
2. а; as 

3. 42 B; 1,2 MP 
4. В; 2,3 MP 

Si deci кооз В), a + B. De unde, prin aplicarea Th. deduc[iei, obținem 
a>(a>f)-a> B. În fine, printr-o nouă aplicație a Th. deductiei, obținem 

[æ > («5 B)]5 (æ> В). Rezultatul se putea obține si direct din prima deducție prin aplicarea 
corolarului acestei teoreme. 

Th. 4. (к> 8)э (82 Y) 2 (02 у) 

1. а> В; as 
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2. B2 y;as 
3. @; as 
4. B; 1,3 MP 
5. У;2,4 MP 
Si deci, a> 8B, Boy, а 7. Siastfel, - (a2 8)>[(8 > y) 5 (a 7). 
Th. 5. а> (^a 2 £) 
1. a; as 
2. Ја; as 
3. ~g D (x 5 В); Th. 2. 
4. аэ 8,2,3 MP 
5. 8;1,4МР 
Si deci, v, ~g + B, siastfel |- a 2 (ме > £) (prin corolar). 
Th. 6. ma D Q 
1. ~~g ; as 
2. ng 5 (—a5——ma); Th. 2 
3. nag 2 —34«;1,2MP 
4. («а> ^a) 5 (asda); Ax3 
5. зна ә а; 3, 4 МР 
Th. 7. a 2 ^-a (exercițiu) 
Th. 8. («2 ]) 3 (48 2a) 
1. аэ В; as 
—4G«2a;Th.6 
-mg D f; Th. 4,2, 1 MP 
B 5-3; Th. 7 
nQ 2 —3B ; Th. 4, 3,4 
(723a 2 -48)5 68 >—a); Ax3 
К ~ > —a; 5,6 MP 
Şi deci аэ В +} B 2 a ; de unde, prin th. ded. + (œ > 8)> (4f > а). 
Th. 9. (иэ 58)» (B > a) (exercițiu) 
Th. 10. (~a > 8) 5 (^ > a) (exercițiu) 
Th. 11. аэ (af > (a > £)) 
1. осо [(æ > В)> B]; din MP plus două aplicaţii ale th. ded. 
2. («> 8)> l> [~ 5 Xe > 8); Th. 8 
3. a 2(48 5 (а> B); 1, 2 ріп «2 8, Boyt ао у (demonstrati că 
această din urmă deducție are loc). 
Th. 12. (кэ 8)>[(oa> 8)> £] (exerciţiu) 
Th. 13. [e> (85 y)] 3(8 5 (e 5 7) 
1. 225 (8 5 у); аѕ 
. B;as 
[a2 (82 у)]> с> 8)2 (a2 y); Ax2 
.(@> 8)5(a2 Y); 1, 3 MP 
„B>(a> В); Axl 
ар В; 2,5 МР 


моор ор 
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7. 42 y; 6,4 MP 
Avem deci «2 (B 2 y), BL a2 y; 
Aşadar | [a > (8 > у] 3[8 > (æ > y)] (corola). 
Th. 14. (æ > 8)> [(уу æ)> (уу В) 
1. а> В; as 
2. (a> В) >(-ур (e> B); Axl 
з. ay > (a> B); 1,2 MP 
4. Prale > B)] [у> a)> (07 2 8)]; Ах 
5. (ay2a)2(^y2 В); 3, 4 MP 
6. (уу a)> (yv В); Def. 1 
7. Th. 14; 1, 6, Th. ded. 
Th. 15. («2 а) 5-5 
(Din Th. 5: аэ (~g 2 Xf > B)) , Ax2, Th. 9) (exerciţiu) 
Th. 16. (~œ > a) 2 a (exerciţiu) 
Th. 17. (zv a) о, Th. 16, Def. 1 
Th. 18. œ > (av В) (exercițiu) 
Th. 19. (av B) (£ v a) (exerciţiu) 
Th. 20. («^ B) a (exerciţiu) 
Th. 21. («^ Д) B (exerciţiu) 
Th. 22. ау —a (exercițiu) 
Th. 23. av(Bvy) + Bv(av y) 
1. av(Bv y); as 
2. 2a 2 (A482 y); 1, Def. 1 
3. 48 2 (^a > y); 2, Th. 13. 
4. Bv(a v y); 3, Def. 1 
Th. 24. а> B, B2 y р. а> y (exerciţiu) 
Th. 25. ev(Bv y) р («v B)vy 
. a v(Bv y); as 
. aq 2(Bv y); Def. 1 
(Bv y) S (yv B); Th. 19 
‚ ag 2 (yv В); 2,3 Th. 24 
. æv (yv B); 4, Def. 1 
. xv (æv Д); 5, Th. 23 
7. (av B) y; Th. 19, 6, MP 
Th. 26. (æv B)v y + «v(B v y) (exerciţiu) 
Th.27. а, B - «^B 
1. (5a v 48)2 “(nav B); Th. 1 
2. (nav В) {~av f); Def. 1 
3. nav (48 v (av —B)); 2, Th. 26 
4. 5a v (^B у (æa B)); 3, Def. 2 
5. a> (B > (an B)); 4, Def. 1 


о лыы м н 
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6. a; as 
7. B2 (a^ B); S, 6MP 
8. B;as 
9. а^ B; 7,8 MP 
Th. 28. [a2 (85 y]]3l(a^ д)> y] 
1. a 25(B8 эў); as 
2. а^ В; аѕ 
3. а; 2, ТЬ. 20, МР 
4. B ;2, Th.21, MP 
5. B>¥;1,3 MP 
6. y; 4, 5 MP 
Deci, а>(В > у), а^ B + 7. De unde, printr-o dublă aplicare a Th. ded. obținem rezultatul. 
Th. 29. [(aa 8)> у]> [æ> (8 5 »)] (exercițiu) 
Th. 30. [a 3 (8 2 у)]= a ^ 8) 2 у] (exerciţiu) 
Th. 31. а= B, В= у!- а= y (exerciţiu) 
Th. 32. а= ——@ (Th. 6, Th. 7, Th. 27, Def. 3) 
Th. 33. а= 8 а= - (exercițiu) 
Th.34. ау 8 + Bv a (exerciţiu) 
Th. 35. -(a ^a) 
(à v а, Th. 22, Th. 34, Th. 32, Th. înloc., Def. 2) 
Th. 36. [a > B)^ np] 7a 
1. (аэ B)^—;as 
2. аэ В; Th. 20 
. 3p; Th. 21 
.(a > 8) 3(58 5a); Th. 8 
—B >-a;2,4 MP 
—G, 3, 5 MP 
Si deci (a 2 B)^—B + ~ga. De unde, prin th. ded., obținem Th. 36. 
Th. 37. -(av B)s manng) 
1. -(av B) 5 “(av B); Th.1 
2. (av B) 5 Xa v -); Th. 32, Th. inloc. 
з. (ау B) 2 (5a ^); Def. 2 
4. (3a ^ 38)25 (^a ^); Th. 1 
5. (mananap) -(—^2av-f); Def. 2 
6. (3a ^—8)5 ~la v B); Th. 32, Th. ос. 
7. (ау В)= (^a ^ —8);3, 6, Th. 27, Def. 3 
Th. 38. -(a > B) (a ^) 
1. Xa > B) 2-(^a v f); Th. 32, Th. inloc., Def. 1 
2. -(4av В)= (^a ^-); Th. 37 
3. (an 4B)s (a ang); Th. 32, Th. înloc. 
4. (a> B)s (a ^); Th. 31. 
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2.3.3. Corectitudinea şi completitudinea sistemului axiomatic S 

Teorema corectitudinii. Dacă + а, atunci Fa. 

Ceea ce trebuie demonstrat este deci faptul cá orice formulă demonstrabilá în S este o 
formulă valida а £,. Demonstrarea teoremei corectitudinii se rezumă la a demonstra 
următoarele: 

a) Axiomele sistemului S sunt formule valide. 

b) Regula modus ponens conservá, in concluzie, validitatea premiselor. 


Demonstraţie. 
a) Întrucât operăm cu scheme de axiome, a demonstra a) înseamnă a demonstra că 
orice formulă de forma axiomei respective este o formulă validă a £ РЕ Prima axiomá, de 


exemplu, are forma p 2 (q 2 p), care este o formulă validă a £ „. lar orice formulă validă a 
L, obținută prin substituții corecte din această formula este, de asemenea, o formulă validă a 


L,. 
Р 

Demonstraţie (contrapozitie). Presupunem са ap,/ Bs Pi’ A), obţinută din 
O(p,...p,) prin substitutiile indicate, nu este validă. Există deci o interpretare Int, a 
variabilelor propozitionale din formulele /],..., 8, în care a(p,/f...p, / B,) este falsă. Fie 
acum о interpretare /nt,, similară interpretării тї, cu următoarea clauză: р, în 
Int, (1&i < к) ia valoarea formulei Д, in Int ,. În acest caz, în Int, formula o(p,..., p,) -0 
si deci nevalidă”. 

b) Modus ponens conserva validitatea. Demonstratia acestui fapt o putem face ca mai 
sus, la punctul a), arátánd cá formula [a ^ (aS A D B este o formulă validă a £, . 

Prin reductio ad absurdum demonstrația lui b) arată astfel. Presupunem că premisele 
regulii, @ şi & D f, sunt formule valide iar J nu este validă. Există deci o interpretare Int a 
variabilelor din J astfel cá =0 în Int. Cum a este adevărată in orice interpretare (fiind 
formulă validă!), rezultă că (æ > 8)=0 în Int. Însă acest rezultat contrazice asumptia 
validității premisei a 2 fl. 

Remarcá. О datá demonstratá corectitudinea sistemului, o demonstratie a consistenfei 
se poate face cu uşurinţă. Căci dacă prin consistenţa lui S înțelegem că in S nu este 
demonstrabilă atât o formulă а cát si negatia ei, atunci conchidem cá dacă a este 
demonstrabilă, atunci œ este validă (prin th. corect.). lar dacă @ este validă, atunci —a este 
nesatisfiabilá (deci nevalidă). De unde, prin contrapozitie, din th. corectitudinii, deducem cá 
—4 nu este demonstrabilă. 

Pentru demonstrarea completitudinii sistemului 5 demonstrăm în prealabil o teoremă 
care conectează cele două semnificaţii fundamentale: = (validitatea) şi {~ (demonstrabilitatea). 

Teoremă. Fie AD, ...., р,). Pentru o interpretare Int a variabilelor p,,.... p, , fie: 


Pi = a= 


—p,, dacă p, = O in Int 


. |p;,dacá p, =! în Int „ |а, даса а = 1їп Int 
^a, даса a = 0 în Int 


(1<і<к) 
Atunci: pf,- p, }- @. 
3? Comp. şi 2.1.5. 
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Pentru a sesiza mai uşor conținutul acestei teoreme, să dám mai întâi un exemplu. Fie 
а= p, = p,. Fie Int următoarea interpretare a variabilelor: p, =1 şi р, =0. In acest caz vom 
avea pi =p, p;=-7p, şi @ =a, Trebuie demonstrat aşadar, că p;,p;l- а“, adică 
рәр, a. 

Demonstraţie (inducţie pe gradul n al formulei a) 

a) n =0. În acest caz @ este o variabilă propozițională р, care în Int poate fi adevărată 
sau falsă. Dacă p=1, atunci p“ = p şi @ = psi deci pl- p,adică p'- р" are loc. lar dacă 
p =0, atunci p' 2 —p şi @ =--p si deci ~p + —p,aşadar p' + p are loc. 

b) n > 0. Presupunem cá teorema are loc pentru orice j « л (i.e. ipoteza inductiei) si 
trebuie să arătăm cá teorema are loc şi pentru n. Cum n > 0, formula @ poate avea forma ^ 


sau Ø 5 у. Deosebim aşadar două cazuri: 
1. a 2 f. Cum gradul lui f este mai mic decât gradul lui Q, teorema are loc pentru 

В (prin ipoteza inducției). Deosebim, în continuare, următoarele două subcazuri, după cum 
В este adevărată sau falsă în Jnt. 

la. J =1. Fiindcă a=—f, rezultă că @=0. Aşadar, vom avea =] si 
@ = Ја. În acord cu ipoteza inducției, avem: 

1. ps Pep В" 

2. Pis Pi B 

3. prs Pi (78); 2, Th. 7, MP 

4. psp. na 

5. Pp, OX 


Ib. B =0. Acum f° = 2f, а = a. Avem, așadar: 


I ADs ee De SA 
2. Piv Pi Йй 
3. Pio PH @ 


4. Pisa pi H @ 
2. а= В > у. Cum gradele formulelor f si y sunt mai mici decât gradul lui @, prin 
ipoteza inducției teorema are loc pentru aceste formule. Avem, așadar, p,,..,p, F fj si 


Pio- Dy ^ Y . În acord cu condiţiile de adevăr ale unei implicaţii, deosebim următoarele trei 
subcazuri: 
2a. B =0. Si deci a=1. Şi astfel f’ = 8, a^ = а. Avem deci: 


1. Pis- Pk к AB 
2. p pF B2 y; Th. 2, MP 
Зарр a 


2b. y =1. Si deci, У =y, a =a. Şi astfel, 
l. ps PH Y 
2. ps Pii B2 y il, Axl, MP 


3. prs Pip 0 
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2c. B 21 si y 20. Si deci f' = 8, у 2—y iar а = Ја (ie. XB > y). 
Avem astfel : 1. py,..., p, „А 

2. pis Pee ay 

3. prs Pip AB > y); 1, 2, Th. 11 MP 

4. prs Dip O7 


Teorema de completitudine. Dacă} Q,atunci l-a. 

Demonstrafie. Presupunem Hal Pi.» Р). Si deci pentru orice interpretare a 
variabilelor propozitionale p,;.... р, din @, @ ia valoarea logică adevărat. Si deci a” =a. În 
acord cu teorema de mai sus, avem 

Pi р, F a 

Şi astfel avem, vom avea: 

a) dacă p, =I, atunci pj... Pr- Pr @ 

b) dacă p, =0, atunci pj... PiP, @ 

De unde, prin teorema deductiei, obținem, corespunzător: 

l. pres Руа E pov 

2. рг... Pia LP, Da 

3. Pp ses Pex jo @; 1,2 Th. 12, MP 

Însă si Px- poate fi adevărată sau falsă. Repetând demersul de mai sus, eliminăm 
succesiv (în k paşi) toate variabilele p; (1« i € k) si obținem, în final, Fæ. 


Remarcd. Laolaltă, cele două teoreme (corectitudinea si completitudinea) redau ideea 
coextensivitatii celor două concepte: „formulă validă“ şi „formulā demonstrabilă (teoremă) “ 
în L: E а ddacă |- a. 


În sens tare teorema de completitudine include considerarea formulelor asumptie, 
ou. 

Definitia ]. Un sistem axiomatic S se numeşte complet (in sens tare) dacă din Q,...,@, Е 
В rezultă @,,...,0, В. 

Definiţia 2. O formulă В a £, este deductibilă în S dintr-o mulțime Г de formule ale 
L, (simbolic ГЕ В ) dacă există o mulțime finită de formule @,,...,a@, din Г, astfel încât 
а.а, l- В. 

Definiţia 3. О mulțime Г de formule ale L, se numește S-inconsistentă dacă există о 
formulă B a £, astfel încât F +- B si T 78 ; în caz contrar se numește S-consistentă. 

Remarcă. Sensul S-inconsistentei din definiţia de mai sus este echivaleni cu 
următorul: Г este S-inconsistentă ddacă F —(a, ^. ^Q,). 


Demonstrație”. Presupunem sensul din Def. 3, adică ГЕ 8 şi Г 7g. Există așadar 
@,...@,ET, astfel cá a@,..,a,/ В şi &,..„а, ^B. Şi deci @,...,а, FBADA (prin Th. 
27). Si deci- a, 2 (... 5 (0, > (8 ^.—))...) (corolar Th. ded.); respectiv, 


38 Întrucât în acest paragraf avem în vedere doar sistemul axiomatic $ (42). simbolul S cu referire la 
in/consistentá va fi omis. 
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F (a, л..л@„)> (B ^B) (prin Th. 28). Însă în S —(8 ^B) este teoremă. Si 

deci F~ (a, A...A@,,) (prin Th. 36 MP). Reciproc (argumentati). 
Definiția 4. O mulțime Г de formule ale L, se numește maximal consistentă, dacă 
este consistentă şi pentru orice formulă @ a L, are loc: daca Tula) este consistentă, 


atunci ae Г. 
Lema 1 (Lindenbaum). Orice mulțime consistentă Г de formule ale С, admite o 


extensie maximal consistentă. 
Demonstraţie. Considerăm mai întâi o enumerare“ a tuturor formulelor Lp: 05, My... 


Construim acum un şir de mulțimi I, I; ,... în felul următor: 


=P 
I Г, uia, }, dacă mulțimea astfel obținută este consistentă. 
La Г, , în caz contrar 


Fie acum I" =u, (i=1,2,...). Trebuie să arătăm acum că reuniunea tuturor 


mulțimilor astfel construite, Г“, este consistentă şi maximald. 
a) Г este consistentă (reductio ad absurdum). Există așadar formulele a, ,....G, din 


I" şi o formulă f astfel încât 4,,.„a,rf si @,....@, —f.Fie m cel mai mic număr 


e 1 


astfel încât formulele a, ,...,@, aparțin mulțimii Г... $i deci Г, este inconsistenta. Însă acest 
lucru este imposibil, căci Г, este una din mulțimile șirului I,,[,,... construit astfel încât 


Г, =Г este consistentă (prin ipoteză) iar dacă Г, este consistentă, atunci Г, este 


atl 


consistentă. 
b) I" este maximală. Căci dacă I” U {æ} este consistentă, atunci şi T, U(a,) este 


consistentă si deci œ, € T, 


atl" 


Aşadar, a, € T”. 


Lema 2. Orice mulțime consistentă Г de formule ale £, este satisfiabild. 


Demonstrație. Ceea ce trebuie arătat este următorul fapt: dacă Г este o mulțime 
consistentă de formule, atunci există o interpretare în care toate formulele din Г iau 
valoarea logică adevărat. Prin Lema 1, Г admite o extensie maximal consistentă I". Dacă 
a este o formulă elementară (i.e. variabilă propozițională) care aparține lui I", atunci fi 
asignam valoarea logică adevărat (i.e. œ —1); în caz contrar @=0. Vom demonstra, prin 
inducție pe gradul unei formule, că în această interpretare următoarea echivalență are loc, 
pentru orice formulă a. 

а -1ddacá ae T’ 

n = 0. În acest caz formula @ este o variabilă propozițională și deci rezultatul este 
imediat (prin construcţia interpretării). 

n > 0. Presupunem că echivalenta are loc pentru orice formula a al cărei grad, j, este 
mai mic decât n si arătăm că ea are loc gi pentru o formulă arbitrară al cărei grad este n. 
Întrucât operatorii primitivi ai sistemului $ sunt negația si implicatia, vom considera distinct 
cele două cazuri. 


? Este o demonstraţie în sensul Henkin, sens pe care-l vom avea în vedere şi în demonstrarea completitudinii 
logicii axiomatice a predicatelor (comp. L. Henkin, The completeness of the first-order functional calculus, 
Journal of Symbolic Logic, 14, 1949, 159-166). 


“0 Fapt posibil, deoarece limbajul С Р contine o mulțime infinit numărabilă de simboluri. 
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a) a are forma Af . Si decij este gradul formulei 8. 

1. бє Г“. Rezultă cá A eI" (prin consistenţa lui I"). Prin ipoteza inducției, 
echivalenta are loc pentru £ si deci 8 =0. Şi astfel ^J =1. 

2. aBe Tl. Rezultă са I” {Д} este consistentă si deci A € T". 

Argument: Presupunem cá I*o() este inconsistentá. Rezultá cá existá o 
formulă y astfel încât I", J F y si I", 8 - —y.Şideci I, 8 ^ y ^y (prin Th. 27). Si 
deci I'- До (улу) (prin Th. Ded.). Si astfel Г (y ^y) 2 ^ (prin Th. 8) si 
deci Г“ ^ ~g (Th. 35, MP). Şi astfel I* U {4} este consistentă şi astfel Be Г”, ceea ce 
contrazice asumptia ^ € I". 


Însă dacă Be Г”, atunci 8 =1 (prin ipoteza inducției) si deci 8 — 0. 


b) a are forma Во y. 
1. BD ye T". În acest caz avem: € I" sau ye I". Cum £ si y au gradele 
mai mici decât n, prin ipoteza inducției avem J = 0sau y 21. Şi deci J > y =1. 
2. B2yeIl'. Rezultă că I'o(42»y) este consistentă şi deci 
-(B > y)e F" (cf. argumentului a2). Si deci I" + 2 y). Şi astfel I" |. B ^—y (Th. 38). 
Si deci T” Fg (Th. 20) si Г" ^—y (Th. 21). Si astfel Ber’ si ye Г” (prin ipot. ind.). De 
unde A -15i y 20. Şi astfel 55 y=0. 
Si deci existá o interpretare in care toate formulele din I" sunt simultan adevárate. 
Aşadar și formulele din Г sunt adevărate în această interpretare (deoarece Гс I"). Si deci 
sub asumptia consistenfei lui Г, satisfiabilitatea ei poate fi demonstrată. 


Pe baza acestor două leme putem acum demonstra teorema de completitudine (în sens 
tare) a sistemului S. 


Teorema de completitudine (în sens tare). Dacă @,...,а, ь В, atunci @,....@,+ B. 
Demonstraţie (contrapozitie). Presupunem că non @,....a@, l- В (ie. D nu este 


n 


deductibilă în S din @,,...,@,). În acest caz mulțimea Q,,..., 4,,—/ este consistentă (cf. exerc. 


4). Si deci, prin Lema 2, este satisfiabilă. Adică există o interpretare în care @,,...‚,@„ sunt 
adevărate iar Ø este falsă. Așadar, non @,,....@, Е В. 


Exerciţii 
1. Să se demonstreze următorul enunț (sens mai tare al th. corectitudinii): 
Dacă @,,....@, F B,atunci @,,...,a@,- В. 


Indicaţie. Prin corol. Th. ded. avem + (a, >..(a, > B)..). De unde, prin Th. 30 
obținem + (@,A...A@,)> B. Şi astfel (a, л... ло.) £ (prin th. corect.). De unde, prin 
th. de normalitate: a, л... ла, | B. Şi deci @,,...,@, ЕЙ (prin exerc. 4 din 2.1.2.4). 


2. Fie a formula d>€. Cu presupozitia completitudinii lui 5, demonstrati cá 
următoarea relație аге loc: д = у |- a,=a,. 


Indicafie. (inducţie pe gradul lui а). Avem а; =5, Dep iar a,=6,5€,. Prin 


ipoteza inducției avem а= 8 Кд, 2ó, si а= В te, =Е,. De unde, prin formula validă a 
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L, (si deci teoremá prin completitudinea lui 5): [(4, = A )a (4, = 1,]> [(A, 2 A,)= (4 DA, )] 
plus Th. 27, MP obținem rezultatul. 


3. a) Fie НА“! următorul sistem axiomatic: 
Axl. (pvp)>p; Ax2  po(pvqó Ax3. (pvq)2(qvp) Axa. 
(p 2 a)2 [(r v p) 2 (rv q)]. Reguli de deducție: 


a(p,..... Pr) a,a 5 д 
Regulasubstitufiei: ^ — si MP — —— 
a(p, / Bs Pr ! B) B 
Demonstrafi urmatoarele reguli (derivate) ale sistemului HA: 
R. ачха а 
R. аах В 
R. av B F fva 
Р,. a2 + fyva)S Gv B) 
ks. ав + [(у>а)>(у> 8) 


b) Demonstrati teorema corectitudinii acestui sistem, în următoarea interpretare 
aritmetică a sintaxei lui: p, q, r sunt variabile aritmetice care pot lua valorile 0 sau 1; ~p =1 
ddacá p 20; ру q= pq (produsul aritmetic). 


Indicaţie. În această interpretare toate formulele demonstrabile (şi numai ele) iau 
valoarea 0. Detaliati demonstraţia. 


4. Să se demonstreze următorul enunț: 
Dacă non Г + a,atunci I U fha} este consistentă. 
Indicatie. Presupunem Г uta) este inconsistentá. 


Deci Г, ^at 2 ṣi Г, чар Af. Siastfel Г р ~a 2(B ^B). Si astfel ГЕ a 
(contradictie). 


^' HA este sistemul HilberVAckermann, din Grundzüge der theoretischen Logik, $ 10, obținut din sistemul 


Whitehead/Russell din Principia Mathematica (prima ed.) prin omiterea axiomei care redă asociativitatea 
disjunctiei. 
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2.4. Deductia naturală în г, 


Spre deosebire de celelalte procedee de demonstrație, sistemele deductiei naturale 
constituie un mijloc de decizie care corespunde în mai mare măsură modurilor practice de 
inferare în argumentarea informală sau în diferitele compartimente ale ştiinţei. Astfel de 
sisteme sunt construcții bazate pe acceptarea fara demonstrație a câtorva reguli fundamentale, 
cu ajutorul cărora se construieşte întreg edificiul unui calcul. Primele construcţii de acest gen 
datează din deceniul patru al secolului 20, prin contribuţiile notabile ale lui G. Gentzen^ şi St. 
Jaskowski^^. Astăzi sistemele deductiei naturale cunosc o mare diversitate. În cele ce urmează 
ne vom limita la analiza detaliată a unui astfel de sistem ^. 

Simbolurile primitive ale sistemului sunt: variabilele propozitionale p, q, r, ... (cu sau 
fara indici), operatorii logici ~, A, v, D, =, /, parantezele ), (, J, [, ), (. Conceptul de 
„formulă a calculului propozitional” este cel din paragrafele anterioare. În sistem vom opera 
cu două categorii de reguli: regulile structurale, care determină structura unei demonstrații 
(directe sau indirecte), şi regulile fundamentale de adăugare de noi termeni şirului de formule 
care constituie demonstrația. 


2.4.1. Sistemul deductiei naturale 

I. Reguli fundamentale si reguli structurale 

a) Regulile fundamentale de adăugare de noi termeni (formule) sunt scheme deductive 
de forma premise — concluzie. Adică, date fiind formulele @,...,@, (n21), numite premise 
(asumptii), conchidem Д, numită concluzie. Ele au aşadar forma: 


a 


a, 


B 


Fiecare operator logic binar din cei menționați mai sus, cu excepția > , este explicitat 
prin douá astfel de reguli, una de introducere iar cealaltá de eliminare. Aceste reguli pot fi 
construite cu uşurinţă ре baza definiției semantice a operatorilor respectivi. 


Reguli de introducere (1) Reguli de eliminare (E) 
a а^ В al В 
д ~Q B E,: „Е, 
I, I, , а aav 
anp al B al В B 
av В 
a B =a 
I. j E,: 
av B av B B 


42 G. Gentzen, Untersuchungen über das logische Schließen, Math. Zeitschr. 39, 1934-35. 

^3 St. Jas kowski, On the Rules of Supposition in Formal Logic, Studia Logica, Warszawa, 1, H. 1, 1934. 

^ Sistemul de față este o variantă a sistemului elaborat de J. Slupecki si L. Borkowski, Elements of 
Mathematical Logic and Set Theory, Warszawa, 1967. 
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ао В а= В а 

Bra BE аэ В 
I кез E: «2f E, — 

as Broa B 


Remarcă. Ordinea premiselor este neimportantá. Acolo unde la ,,numitor" apar două 
formule, regulile respective (E,,E.) concentrează două cazuri distincte. Căci din adevărul 
echivalenfei, de exemplu, se poate conchide asupra adevărului oricáreia din cele două 
implicaţii. 

Distincția introducere-eliminare este motivată astfel: într-o regulă de introducere a 
unui operator, operatorul respectiv nu apare în premise, iar în cea de eliminare el nu apare în 
concluzie. 

Cu excepția I, toate regulile sunt perfect intuitive. Dacă, de exemplu, două propoziții 
oarecare sunt adevărate, atunci putem conchide asupra adevărului conjunchiei lor (T,), aşa 
cum adevărul conjunctiei determină adevărul argumentelor ei (E,) ş.a.md. În cazul I, 


validitatea este garantată de faptul că premisa fiind adevărată, concluzia este întotdeauna 
adevărată (este, deci, indiferentă la adăugarea disjunctivă a unei formule arbitrare). 


b) Regulile structurale 

Înainte de a formula cele două reguli structurale pentru construcția unei demonstrații 
directe, respectiv indirecte, vom avea în vedere faptul că orice formulă a logicii propozitiilor 
poate fi înțeleasă ca având forma din schema următoare: 

Sch: a > (a, > (a, 2 ..5 (a, > В)..)), п>0 

Explicaţia este simplă, e vorba despre o „lectură” a oricărei formule din perspectiva 
operatorului 2. Schema de mai sus nu înseamnă că orice formulă este/are o implicatie sau că 
trebuie adusă la o asemenea formă. 

Dacă operatorul principal “ al formulei considerate nu este implicatia, atunci л=0, 
iar formula este formula Ø din schema de mai sus. Dar dacă operatorul principal este 
implicafia, atunci formula are forma у > 5, si deci y este œ. Dacă operatorul principal al lui 
$ nu este D, atunci 6 este formula J. Jar dacă operatorul principal al lui 6 este >, atunci 
6 are forma ғо t, în care ғ este 0, iar г este J, dacă operatorul principal nu este D , iar 


dacă operatorul principal al lui z este > , atunci continuăm, rationand ca mai sus. Analiza se 
încheie atunci când ajungem la o formulă al cărei operator principal nu este >, adică la 
formula Д. 


In cele ce urmeazá , formule" inseamná configuratii de simboluri de forma Sch. 


(DIR) Regula structurală pentru construcţia unei demonstraţii directe 
1. Primii n termeni ai şirului care constituie demonstrația unei formule îi reprezintă 
formulele asumpfie (premisele) @,,...,a@, ale demonstraţiei. 
2. a) Orice teoremă deja demonstrată poate fi adăugată ca nou termen al șirului. 
b) Orice formulă obținută prin aplicarea celor 9 reguli fundamentale asupra 
termenilor deja existenti ai şirului poate fi adăugată demonstraţiei. 


*5 Intuitiv, un operator al unei formule este operatorul principal dacă in evaluarea matricealá a formulei operația 
respectivă este ultima care trebuie executată. 
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3. Demonstrația directă a unei formule este completă dacă ultimul termen al șirului de 
formule care constituie demonstraţia este formula f. 


(INDIR) Regula structuralá pentru constructia unei demonstra[ii indirecte 
1. a) Primii n termeni ai şirului care constituie demonstrația unei formule îi reprezintă 


formulele asumptie (premise) @,,...,@, ale demonstraţiei. 
b) Cel de-al (n+1)-lea termen al şirului este —/, introdus ca premisă a 


demonstraţiei indirecte. 

2. a) Orice teoremă deja demonstrată poate fi adăugată ca nou termen al şirului. 

b) Orice formulă obținută prin aplicarea celor 9 reguli fundamentale asupra 

termenilor deja existenți ai şirului poate fi adăugată demonstraţiei. 

3. Demonstrația indirectă a unei formule este completa dacă şirul respectiv de formule 
contine atât o formulă cât şi negația ei, fapt simbolizat prin *. 

Dacă există o demonstrație directă sau indirectă pentru o formulă @, atunci formula 
respectivă este o teoremă (simbolic: | a). 


Exemple. 
TH. [pa (e 2 )] 3[a 5 (p 2 ғ) 
1 p5(g2r); а, 
2.4; а, 
3.p; а, 
4.¢>7r;1,3, E, 
5. r; 2,4, E, 
Notatiile din dreapta fiecărui rând reprezintă: formule premise (@,,@,,@,), respectiv 
pasii din care s-au obtinut formulele prin aplicarea regulii fundamentale specificate. 
Th2. [(p > 4) a4] > =p 
1. (p> 4)^^«: a 
2.p; AB 
3. p24;l E, 
4. 29, l, E, 
5.q; 2, 3, E, 


* 
Aici avem o demonstrație indirectă, în pasul 2 formula ~, adică p, este tocmai 
premisa introdusá ca asumptie specifica acestei demonstratii. 
Th з. (pv a)^(pva)] S p 
1. (pv a)^(pva); a 
2. —p ; 3B 
3. pvq;1, E, 
4. pv4,;1, E, 
5.9;2,3, E, 
6. p; 4, 5, E, 


тһ. (p 24)^(q2 )]2 (por) 74. (variantă) [(p > a)^(a 2 )] 2 (p >r) 
1. (p24)^(a2r); а 1. (p24)^(a >r); а, 
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2.p; €, 2. p; 4 


3. p>q31,E, 3. 2r ; 3 
4.q2r;l E, 4. p2q;l E, 
5. q; 2, 3, E, 5.940 :;1, E, 
6. ғ; 4, 5, E, 6. д; 2, 4, E, 
7.0; 5,6, E, 


ж 


Comparánd cele douá demonstratii ale aceleiasi formule, cea directa si cea indirectá 
(variantá) constatám cá orice demonstratie directa se poate ,,traduce” in una indirectá, даса 
imediat după cele n asumptii trecem premisa —/ (pasul 3) şi obținem o contradicție între 
formula acestui pas și ultima formulă din sir (7). Întreaga logică a propozitiilor poate fi redată 
cu ajutorul regulii structurale a demonstraţiei indirecte, cea a demonstrației directe nefiind 
totuşi suficientă acestui scop. 


Ths. —(рл g)v[r v(p^4)] 
1. =Hlp ^a) v[r v (p ^a)]; ^8 
2. —p aq); 1, E“ 
3. [rv (pag): 1, E, 
4. -4r > 3, E, 
5. (pq); 3, E, 
* 

Din exemplele de mai sus putem deduce cá modul in care executám demonstrația 
depinde de operatorul principal al formulei. Avem douá cazuri posibile, dupá cum operatorul 
principal este sau nu implicatia. 

a) Daca operatorul principal nu este implicatia, atunci fie apelám la teoreme anterior 
demonstrate, fie recurgem la o demonstratie indirectá, in care negatia formulei care trebuie 
demonstrată se introduce ca premisă a demonstrației indirecte. 

b) Dacă operatorul principal este implicatia, atunci antecedentul implicatiei se trece ca 
premisá a demonstratiei. Dacá consecventul este tot o implicatie, atunci procedám similar, 
adăugând antecedentul consecventului ca următoarea premisă a demonstraţiei. Procedám 
astfel până la explicitarea tuturor premiselor şi continuăm cu demonstrația directă a formulei 
(conform algoritmului specificat în regula respectivă), până ajungem la formula Ø. Dacă 
procedând în acest fel demonstraţia directă nu izbuteşte, atunci adăugăm formula ~ ca 
premisă a demonstraţiei indirecte şi continuăm până la obținerea unei contradicții. 


П. Reguli de deducție derivate 

În paragraful anterior, 2.3, am operat cu axiome, dar si cu scheme de axiome, am 
demonstrat o teoremă, menţionând că demonstrația rămâne valabilă dacă vom substitui 
variabilele propozitionale ale demonstrației cu formule arbitrare (în acord cu regula 
substitutiei), obținând astfel o schemă de demonstraţie, iar enunţul teoremei obținut prin 
substitutii este o schemă de teoremă. 

Ideea de „schemă de teoremă” rămâne perfect valabilă şi în calculul deductiei naturale. 
Să luăm un exemplu simplu. 

Fie următoarea teoremă a logicii propozifillor 7h6: [р> (а> r)] 2 [(p^q)» r]. 


Coloana de formule din dreapta reprezintá schema teoremei Th6, plus schema demonstratiei. 


46 Cele două reguli, corespunzătoare operatorului |, sunt reguli derivate; comp. Th. 26 (mai jos). 
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1. p>(q3r), a l.a2(82y)a, 


2. p^q; @ 2°. ANB; а, 

3.р; 2 E, 3°. a@, 2°, E, 

4. q,2, E, 4. B,2,E, 
5.q>r;1,3, E, 5.B2y,1,3,.E, 
6. 4,5 E, 6. y,4, 5, E, 


Aşadar, o dată demonstrată o teoremă, putem considera demonstrată orice formulă a 
logicii propozitiilor care are forma teoremei respective. Această asertiune nu este o regulă 
prin care adăugăm noi termeni unei demonstraţii, ci o regulă prin care dintr-o teoremă (0 dată 
demonstrată) obținem alte teoreme. 

Însă, în cazul în care operatorul principal al unei teoreme este implicatia, atunci, prin 
constatarea de mai sus, o dată demonstrată teorema, putem conchide cá si schema 
corespunzătoare este demonstrabilă. Cum operatorul principal al teoremei este  , schema va 
avea următoarea formă (condiţia n 21 fiind necesará!). 

SchT: @,>(a@,>...D(a@, > В).); n21 

Pe baza acestui fapt sunt valide urmatoarele reguli derivate de deductie: 


a, 
a, 
a, a, а, 
RII. = ;RI2. i, Rim. 
a, 5(..5 (a, > B)..) a, 5(..5 (a, > В).) p 


Dacă într-o demonstrație premisele acestor reguli figurează ca termeni (nu contează 
ordinea) ai șirului de formule corespunzător, atunci putem adăuga Sch T ca un nou termen al 
șirului, iar printr-o aplicaţie de k-ori (k =1,...‚п) а E, obținem concluzia regulii respective. 
Din Th6 de mai sus putem obține, de exemplu, următoarele două reguli derivate: 


«э (8 >y) 
a 2(f»y) arp 
сз ол = b) 
(an В)>у 7 


Th7. (рэд) > (^q 2 ^p) (exercițiu) 
Th8. (pv q) 2 (^q > p) (exerciţiu) 
me. (роллара) 
.(p2r)^(q >r); a 
- pv 41, 
E dic ap 
.p2rilE, 
.q2rlE, 
. cp; 4, 3 Th7 
„—q; 5, 3 Th7 
8. p; 2,7 Th8 
* 


= 


ANU RU N 
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Th9 ilustrează modul în care teoreme anterior demonstrate pot figura în demonstrarea 
unei teoreme. Aici, când în pasul 6 am conchis —p din paşii 4 şi 3, am avut în vedere schema 
unei teoreme anterior demonstrate. Conchiderea —p în pasul 6 pe baza schemei teoremei 7h7 
se face printr-o dublă aplicare a E, asupra fonnulei (p> r)>(-r 2p), obtinutá din 
schema T7, premisele p 2 ғ (4) şi -v (3) fiind deja termeni ai demonstrației. 

Pe baza Th7, Th8 şi Th9 putem construi regulile derivate de deducție corespunzătoare 
(exercițiu). 

In demonstraţii de teoreme în care operatorul principal este echivelenta ne vom folosi 
de regula E, , însă în următorul fel. Dacă a = J este o teoremă, atunci vor fi teoreme a> fj 
şi В > а, caz în care vom demonstra separat cele două formule. 

Exemplu. Să se demonstreze unnătorul enunț care fundamentează metoda 
antilogismului: „Dacă într-un silogism valid în locul unei premise vom pune negația 
concluziei, aceasta echivalează cu obținerea unui nou silogism a cărui concluzie este negația 
premisei înlocuite”. Formal exprimat, avem: 

Th10. [(p^q)2 r]& (^r ^4) 5 v]. 

Avem de demonstrat următoarele două implicaţii: 


а) [(p^a)2 rl> lor ^4)> =p] b) [ar ag)> mpl>l(pna)>r] 
1. (p^q)2r: a 1. (r^g) >P; а 
2 —r^4;4, 2. DAG; Q, 
3.p, a8 3. ar; A 
4.-r;2E, 4.p,2 E, 
5. q;2 E, 5. q,2 E, 
6. pAq;3,5 I, 6. rag; 3,5 I, 
7. т, 1,6, E, 7. p; 1,6 E, 
* * 

Thi 1. “mp = р 
a) ——p D p (eliminarea dublei negatii) Б) p 2—-3p (introducerea dublei negatii) 
1 —-р; @ 1.р; 4 
2. ap; A 2. p 

i 3. ap; E, 


Din a) şi b) obținem ТЇЇ (prin I, ). 
Aici, din JJa putem construi următoarea regulă derivată de deducție, utilă in multe 
demonstratii care reclamá eliminarea dublei nega[ii: 
17a 


Aplicarea regulii Е__ ne permite sá omitem intr-o demonstrafie, de ori cate ori dorim, 
orice numár par de negatii. 
Pe baza JJ b putem construi, similar, regula introducerii dublei negatii. 
a 
Rdl 


—31* 


mng 
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Regula introducerii dublei negatii fundamenteazá construc[ia unor variante ale герип 
eliminárii disjunctiei. 


Rd E, nav f ау ъд 
а B 
B a 

Demonstrajie. Demonstrafie (exercitiu). 
1. ~av 8; а 
2. a; a, 
3. d; 2, I. 
4. 8,1,3 E, 


Sensul intuitiv al acestor reguli este de fapt sensul intuitiv al regulii E,: un argument 
al disjunctiei este o consecintá a acelei disjunctii si a contradictoriului celuilalt argument. 


Thi2. p= p (exerciţiu) 
Th13. (^p vq)=(p> q) (exercitiu) 
Th14. (p= q)=[(p>4)A(q> p)] (exerciţiu) 
Тһ15. [p > (q =—а)] 2 ^p (exerciţiu) 
Th16. (p > 4) ^4] —p (exerciţiu) 
Din 7h16 obținem regula modus tollens: 
a> В 


^B 
Rtoll 
7a 

conform căreia negația antecedentului unei implicații poate fi obținută din implicatie si din 
negația consecventului ei. Având în vedere cá formulele din premisele regulii, a si f, pot fi 
negate sau nenegate, putem obfine variante ale acestei reguli derivate (exercitiu). 

Thi7. [p D(qa Aq)] > —p (Reductio ad absurdum) (exerciţiu). 

TA18. (p 34) (a = p) (exerciţiu) 


ThI9. |(p=a)n(a=r)>(p=r) 


роғ; 4, 6, Тр 
гэр; 7, 5, Th4 
10. р=г; 8, 9, L 

Th20 a) (p =q)A p]> q (exerciţiu); b) [(р =q)aq]> p (exercitiu) 


© оз DNA WN 
© 
U 
© 
M 
m 


Th20 fundamentează construcția a două reguli de deducție derivate pentru echivalență. 
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а= В а= В 
Rd, a B 
E — —— 
a) Argumentati validitatea acestor reguli. 
b) Având în vedere faptul cá œ si д pot fi negate sau nenegate, construiți alte reguli derivate 
valide pentru echivalenta. 
Th21. 1. ds a ы 
)> fp ^r)&(a^r) 
= Hess (avr) 
4. (ps 4)5 (p 2 )8(a2 ғ) 


Th21 reprezintă câteva legi ale extensionalitátii echivalentei (exerciţiu). Ele 
fundamentează regula corespunzatoare a înlocuirii echivalentilor. 

Rinloc , : B=y 

a, xs c, 

Prin expresia œ, înțelegem o formulă care se obține din formula &, prin înlocuirea a 
zero sau mai multe ocurente ale subformulei J a lui с cu formula y. 

Exemplu. Dacă a este formula (p> q)>l(q>r)>(p>r), B este qr iar у este 
^q v r , atunci a, este: (ро q)> [Gg v ғ) 2 (pr). 


RII. Regula adăugării unei implicaţii unei demonstraţii, pe baza adăugării unei 
premise Suplimentare. 

Pe baza acestei reguli, într-o demonstrație directă sau indirectă din premise date, este 
admisă introducerea unei formule suplimentare @, ca premisă adițională (Ad) a demonstrației. 


Dacă din această premisă adițională şi din premisele date se obține o formulă @,, atunci 
implicatia & > 0, poate fi adăugată ca nou termen al șirului care constituie demonstraţia. 
Aşadar, dacă teorema inițială era ThA: a, > (a, 5..»(a, > f)..), atunci prin АП 


(dacă condiţia este satisfăcută) următoarele două formule sunt de asemenea teoreme: 
ТРА: а > (a, ко уар, (a, > (a, Da, ).., în cazul demonstrației directe a lui ThA. 


ThA,: а > (2, 3.45 (a, > (ъд 2 (о, Da, ).), in cazul demonstrafiei indirecte a 
ThA. 

Fără aplicarea RI] am fi putut obține implicatia @ >œ, in demonstrarea teoremei 
ThA, doar dacă am fi demonstrat în prealabil fie Th A, , fie Th A, , şi am fi adăugat-o ca termen 
al demonstratiei teoremei ThA. Apoi, їп aceasta demonstratie a teoremei ThA aplicam asupra 
Th A, de n-ori regula eliminării implicatiei Е. plus primii n termeni $i obtineam à; 2 @,. 
Daca ThA a fost demonstrată indirect, atunci aplicăm asupra Th A, de п+1 ori regula Е, plus 
primii п+ 1 termeni şi obținem @ > d. 


Premisa adițională, laolaltă cu toate formulele din demonstraţie, obținute cu ajutorul 
ei, sunt numerotate distinct (dublu numerotate, de exemplu)”. Toate aceste formule dublu 
numerotate vor fi utilizate strict la obținerea implicatiei a, a, şi nu vor mai fi folosite 


ulterior în demonstrație. Implicatia œ, > @, va fi însă simplu numerotată. (Într-o demonstrație 


pot să apară mai multe premise adiționale şi nu doar una). 


“CEI. Slupecki; L. Borkowski, Elements of Mathematical Logic and Set Theory, Warszawa, 1967, 31. 
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Exemplu. 
7122. [p > (a ^r] 2 (p 2 4) ^ (p >r) 
1. p2 (q^r): a 
1.1. p; Ad 
1.2. gar; 1,11. E, 
1.3. q; 1.2. E, 
1.4.51. E, 
2. pDq;1.1., 13., RII 
3. рэг; 1.1.,1.4., RII 
4. (p25q)^(p2r); 2,3,1, 
Această regulă derivată, ЮП, este utilă in multe demonstraţii de teoreme, în sensul са 


face complet dispensabil apelul la alte teoreme, anterior demonstrate. 7722, de exemplu, 
putea fi demonstrată fără a apela la RII, dar prin utilizarea următoarelor două teoreme: 


Th23. [p > (aAr)]> (род) Th24. [p> (aq^r)) 2 (p^r) 
1. p»5(q^r); a, (exercițiu) 
2.p; 0 
3. gar; 1,2, E, 
4. 0,3, E, 


Pe baza acestor două teoreme, demonstraţia 7h22 arată astfel: 
1. p2(q^r); a 
2. [p > (a^ r)) 3 (p а); Th23 
3. [p > (qAr)]> (p> r); Th24 
4. рэд; L2 E, 
5. рэг; 1,3 Е; 
6. (p2q)^(p2r); 4,5,1, 
Comparând cele două demonstraţii ale T^22 cititorul poate sesiza avantajele utilizării RIT. 
Th25. [(р > 4)^ (рә г)) 2 [р о (9 ^ г) (Conversa 7122) (exercițiu). 


RHI. Regula introducerii negatiei unei premise arbitrare. 


Potrivit acestei reguli, dacá prin adáugarea unei premise arbitrare intr-o demonstratie 
rezultă atât o formula cât şi negatia ei, atunci negația premisei arbitrare poate fi adăugată ca 
nou termen al șirului de formule care constituie demonstrația. 

Argument. Presupunem că prin introducerea unei premise 0, într-o demonstrație 


obținem formulele reciproc contradictorii œ, şi a. Prin regula introducerii conjunc[iei (1, ) 
putem adăuga demonstrației şi formula œ, A—Q;, iar prin regula Ri/, de mai sus, putem 
adăuga şi formula a, D (a, Ana 2h Pe baza Th/5 din această fonnulă obținem formula ^, 


adică negația premisei arbitrare introduse. 


Exemple. 

Th26. —(pv 4)= (p ^^) 
а) -(pva) 2 (^p ^=) Ы (2p^^4)2 (p v a) 
1. (p vq); a 1. apang; æ 
1.1. p; Ad 2. руа; 78, E 
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1.2. руд; 1.1.1, 3. 2p;l E, 


2. ap; 1.1., 1, 1.2„АШ ree A 
2.1. 4; Ad 5. 9,2, 3, E, 
22. pv 4; 2.1., I, & p, 2. 4, E, 
3. =q ; 2.1., 1, 22, RII * 


4. apangq; 2, 3 I, 
Th26a si Th26b permit, corespunzátor, derivarea unor reguli de deductie: 


—(av В) na 
E,. 2B 
=a I,. 
Ap a f 


Aici ,, |, " este operatorul logic al rejectiei, cele două reguli fiind, respectiv, eliminarea 
rejectiei si introducerea rejectiei. П vom folosi in continuare ca abreviere pentru negarea 
disjunc jiei. 

Th27. (р^) = (ру —q) 


a) —(pAq)> (^p v ^4) b) (^p v ~a) > (р^) 
1. —(pAq); ai 1. —pv—q; 4, 
2. —(^p v ~q); -B 2. pna; f 
3. 7p ;2, E, Sepi 2 Е, 
4. ——q; 2, E, 4.q,2, E, 
S. p; 3 En 5. 24; L, 3 E, 
6.q,4 E 6. -p;L 4 E, 
7. p^45;5,6 1, * 
* 


Кетатсй. Th27a şi b fundamentează, corespunzător, cele două reguli de deducție 
derivate pentru negarea conjunctiei, adică pentru incompatibilitate, ,/”, motiv pentru care 
poate fi construit un tablou al deductiei naturale în care ,/" nu figurează ca regulă 
fundamentală. 


Th28 (Legea lui H aubert) 5: 

(po a)^(r > s)^(pv r) ea ^5) [a p)o(s )] 
1. (p2a)^ (r2 s))^ (pv r)^-(a ^s); a 
2. pDq;1, E, 

3. rDs;1,E, 

4. pvr;l, E, 

5. (q ^s); 1, E, 

6. ^q v ^5; 5, Th27, Rinloc , 

1.1. 4; Ad 

1.2. ~s ; 6, 1.1. E, 

1.3. ^r ; 3, 1.2., Rtoll 

1.4. p; 4, 1.3., E, 

7. q> p; 1.1, 1.4, КП 


^5 Sau Legea unui sistem închis de teoreme sau Legea conversiei ітріісщійог, cf. Slupecki, Borkowski, 41. 
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2.1. s; Ad 

22. ~q ; 6, 2.1, E, 

2.3. mp ; 2, 2.2., Rioll 

2.4. r; 4, 2.3, E, 

8. 525 r;2.1., 24, RII 

9. (q> p)^(s2 ғ); 7,8, 1, 


Th28 fundamentează construcţia unei reguli corespunzătoare de deducție (exercițiu). 
Fonna generalizată la n implicaţii a acestei reguli derivate este următoarea: 


a > B, 
a, > В, 


а, > В, 
а va, У... v Qt, 
(8, ^8.) pentru ISiz ј < п 


б эа 
Ё, >а, 


B, 2 a, 
RIV. Regula demonstraţiei ramificate cu ajutorul premiselor aditionale. 


КЈУ. 1. Demonstrația directă a unei formule a, > (т, 2...2 (a, > Д)..) este completă 
dacă un termen al demonstraţiei este o disjunctie œ, v a, şi dacă formula / se obține pe baza 
fiecărei premise adiționale o, @,. 

RIV.2. Demonstratia indirectă a unei formule тэ(т,э..э(@, > ).) este 
completă dacă a, væ, este un termen al demonstraţiei și dacă pe baza fiecărei premise 
adiţionale а; , œ, , demonstraţia conține două formule reciproc contradictorii. 

Argument pentru RIV.1. Dacă pe baza premiselor adiţionale @,, œ, se obţine formula 
В, atunci, prin RII, putem adăuga demonstrației formulele œ, > f şi œ, DA, care, prin L, 
dau formula (a, > B)A (a, > B). Cum o; va, este o formulă a demonstrației (prin ipoteză), 
atunci prin Th9, prin dubla aplicare a Е, obținem Д. 

Argument pentru RIV.2. Dacă ре baza premiselor adiționale œ, œ, obținem atât o 
formulă cát şi пераја ei, atunci, prin RII, putem adăuga demonstraţiei formulele —G, şi 
та. Însă din a; v а, , formulă a demonstraţiei, şi ~œ, obținem, prin E, @,. Așadar, atât 
а, cal şi —G, sunt formule ale demonstrației şi astfel demonstrația indirectă este completă. 


Remarcă. În demonstraţia regulii RIV am presupus introducerea a două formule 
adiționale œ, şi @;. Regula rămâne valabilă, fireşte, pentru orice număr finit de astfel de 
formule. 
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Exemplu (aplicarea RIV.1.) Exemplu (aplicarea RIV.2.) 
7h29. (рэ a)^(r2 s]2[(pvr)2 (avs) Th30. (p a)^(r 5 s)a—(a vs) Apvr) 


1. (p24)^(r2 s); a 1. (p2 q)^(r» s) ea v.s): а 

2. pyr; а, 2. pyr; œ$ 

3. p2q;1E, 3. p>q:1E, 

4.rDs;1E, 4. г25;1Е, 

1.1. p; Ad 5. (qvs);1E, 

1.2. 4,3 E, 1.1. p; Ad 

1.3. qv s; 1.2, I, 1.2. 4, 1.1., 3, E, 

2.1. r, Ad 13. qv s; 1.2, I, 

2.2. 5, 4, 2.1. E, 2.1. r; Ad 

2.3. qv 5; 2.2. I, 2.2. 8; 4, 2.1., E, 

5. qv 5;2,1.3., 2.3., RIV.1. 23. qv 5; 2.2., І, 
ж 


În Th30 introducerea premiselor adiționale p, q duc la obţinerea formulei q v s (1.3. si 
2.3.), care contrazice formula 5 a demonstrației. Paşii 3, 4 şi 5 concentrează două aplicări 
succesive ale regulii eliminării conjunctiei. 

Th31. [pv (алт)]=[(ру а)л(руг)] 

Th32. [p ^(a v r)] 2 [(p ^ a) v (p ^r)] 

733. l(pv.a)^(rv.s)]]e (рл) (P ^ s)v (елу lans] 

Th34. [(р ла)у (r^s)]s (pv r)^(pv s) ^(a v r) ^(a v s)] 
Th33 si Th34 pot fi generalizate ca aplicándu-se la disjunctii si conjunctii cu multe elemente. 


2.4.2. Corectitudinea si completitudinea sistemului deductiei naturale 


1. Corectitudinea 

Teorema corectitudinii. Dacă К a, atunci Б а. 

Altfel spus: orice teoremă a sistemului deducfiei naturale este o formulă validă. 
Demonstrația acestei teoreme o facem prin inducţie în raport cu ordinul (demonstrabil al) 
teoremei. Pentru n > 1, orice teoremă a calculului propozitional are un anumit ordin. Sensul 
conceptelor „ordinul 1", „ordinul 2”,..., „ordinul n” este dat de următoarea definiţie. 


Definiţie. A. O formulă a este o teoremă de ordinul 1 dacă există o demonstrație 
(directă sau indirectă) din premise a formulei a, în care utilizăm doar cele 9 reguli 
fundamentale pentru adăugarea de noi termeni demonstraţiei (si deci nu utilizăm niciodată 
teoreme deja demonstrate). 

B. O formulă a este o teoremă de ordinul n dacă există o demonstraţie din 
premise a formulei a, în care utilizăm teoreme de ordinul cel mult n-1 si dacă а nu este o 
teoremă de un ordin mai mic decât n. 

Din sensul conceptului „teoremă” si din definiția de mai sus rezultă că o formulă a 
este o teoremă ddacă există un număr natural n astfel că a este o teoremă de ordinul n. 

În cadrul aplicării procedeului inductiv vom proceda indirect, presupunând că a este o 
teoremă dar nu este o formulă validă. Să detaliem demonstrația. 
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n=1. Vom arăta că toate teoremele de ordinul 7 sunt formule valide. Presupunem 
aşadar că a: a D (a, ун ТӘ (a, >f)..), n 2 0, este o teoremă de ordinul 1, dar nu este o 
formulă validă. Cum @ este o teoremă de ordinul 1, există o demonstrație indirectă a ei in 
care sunt utilizate, în adăugarea de noi termeni demonstraţiei, doar cele 9 reguli fundamentale. 
Adică, în acord cu conceptul demonstraţiei indirecte, din formulele 4,,..,.0,,—f se obţin 
două formule contradictorii, y şi ~y. Însă, cum @ nu este validă (prin presupozitie), rezultă 
că există cel puțin o interpretare a variabilelor propozitionale din œ, astfel încât œ ia valoarea 
logică fals. lar acest lucru este posibil doar atunci când Q,...,@, sunt simultan adevărate, iar 
B este falsă. Însă, dacă 5 este falsă, atunci —/ este adevărată. Astfel, în această interpretare 
toate formulele @,,...,@,,—8 sunt simultan adevărate. Însă toate cele 9 reguli fundamentale de 
adăugare de noi termeni demonstrației sunt reguli valide, adică dacă premisele lor sunt 
simultan adevărate, într-o anumită interpretare a variabilelor propozitionale care apar în ele, 
atunci şi concluzia este în mod necesar adevărată pentru această interpretare. Întrucât toate 
premisele a, + %,, AB sunt adevărate în interpretarea considerată, iar cele 9 reguli de 
adăugare de noi termeni sunt valide, rezultă că roate formulele demonstrației sunt adevărate. 
Însă demonstrația indirectă а lui œ înseamnă existența formulelor contradictorii, у şi —y, 
care sunt deci simultan adevărate, fapt exclus prin definiția semantică a negatiei. Deci: dacă 
a este o teoremă de ordinul 1, atunci @ este o formulă validă. 

n > 1: Presupunem că toate teoremele de ordin mai mic decât n sunt formule valide. 

Aici argumentám ca mai sus, în pasul initial. Presupunem cá @ este o teoremă de 
ordinul n si nu este validă. Există aşadar o demonstraţie indirectă a lui @ care generează, din 
formulele @,,...,@,,—8 si din teoremele de un ordin mai mic decât n, două formule 
contradictorii, y si ~y. Cum a nu este validă, rezultă cá există cel puțin o interpretare a 
variabilelor ei propozitionale pentru care œ este falsă, fapt posibil doar dacă @,,...,@, sunt 
adevărate iar Ø este falsă. Dar dacă / este falsă, atunci —// este adevărată. În această 
interpretare deci toate formulele @,,...,@,,8 sunt adevărate. Cum şi toate teoremele de ordin 


inferior a lui n sunt adevărate (mai mult chiar: întotdeauna adevărate!), iar regulile 
fundamentale de adăugare de noi termeni demonstraţiei sunt reguli valide, rezultă că toate 
formulele obținute prin aplicarea lor (ie. termenii demonstrației) sunt adevărate. Însă 
demonstrația indirectă a lui @ contine cele douá formule contradictorii, 7 şi —7, care nu pot 
fi simultan adevărate. Deci dacă a este o teoremă a sistemului deductiei naturale, atunci a 
este o formulă validă. 

Din teorema corectitudinii rezultă consistenja sistemului deductiei naturale. Respectiv, 
în acest sistem nu poate fi demonstrată atât o formulă cât şi negația ei. Căci dacă sistemul ar 
demonstra atât œ cât şi —1@, rezultă că ambele sunt formule valide, ceea ce contrazice 
definiția semantică a negatiei. 


2. Completitudinea 
Teorema completitudinii. Dacă Е a, atunci - a. 
Altfel exprimat: orice formulă validă a L, este o teoremă a sistemului deductiei 


naturale. 
Demonstrația de aici apelează la conceptul de formă normală conjunctivd din teoria 
m w 4 
functiilor de adevár m 


° Сотр. 2.1.4.4. 
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Prin aplicarea câtorva teoreme si prin aplicarea Rínloc,, orice formulă a £, poate fi 


adusă la forma normală conjunctiva. Prin aplicarea Т^// eliminám negafiile duble. Prin Th 14 
şi Th13 transformăm orice formulă în una echivalentă dar care contine doar operatorii logici 
^, V şi ^. Prin 7h26 şi Th27 transformám formulele astfel obținute in formule în care 
negația nu neagă operatorii binari Aşi v. Prin aplicarea Тһ/1 vom obține o formulă 
construită doar din variabile propozifionale, negate o singură dată sau nenegate, şi din 
operatorul Asau v. Orice astfel de formulă poate fi transformată, echivalent, în forma ei 
normală conjunctiva, prin aplicarea Th3 1, Th32, Th33, Th34 (exercițiu). 


Aşadar, în sistemul deductiei naturale următoarea echivalență este o teoremă: «= a, , 
unde a, este forma normală conjuncti vá a formulei a. 
а, are însă forma Œ AG, A...AG,, їп care à; (1<1< п) este o disjunctie de variabile 


propozitionale nenegate sau negate o singură dată. Un criteriu suficient pentru validitatea 
formulei œ, este ca fiecare œ, să conțină cel putin o variabilă propozițională împreună cu 
negația ei. Disjunctia are aşadar forma: 

QV, V Vy V... V V; V ту; V... V V, (unde ¥,...v,, sunt variabile propozitionale negate sau 


nenegate). 
O astfel de disjunctie este o formulă validă. 
Argument. Presupunem cá œ, este nevalidă. Există așadar o interpretare a variabilelor 


propozitionale din œ, astfel încât toti termenii iau valoarea logică fals. În acest caz atât v, cat 
şi —v, sunt simultan false, contrar definiției semantice a negatiei. 
Alifel argumentat. Dacă о, nu contine atât o variabilă propozițională cât şi negația ei, 


atunci există o interpretare în care toti termenii disjunctiei sunt falşi: dacă o variabilă apare 
nenegată îi dăm valoarea logică fals, iar dacă apare negată, atunci îi dăm valoarea logică 
adevărat. Şi astfel œ, este falsă. Deci prezența unei variabile nenegate si negate їп œ, este 


necesară. 
Apoi, orice œ, este demonstrabil în sistemul deducției naturale. 


Argument. Ре baza Th27, œ, se poate obţine din forma echivalentă 
^ ACA Aw ATW, ACTA, AGUA mvp), 


care este o formulă demonstrabilă (demonstrație indirectă): 
l w Лу, A... Лу ATD, Л... л пу, 5 B 


2. v; 1, E, 
3. —w;l E, 


* 
Таг dacă fiecare œ, este demonstrabil, atunci şi œ, este demonstrabilá (prin I, ). 
Dacă - @=q@,, atunci Б @=q, (prin Th. corectitudinii). lar dacă a a, este о 
formulă validă, atunci @ si @, sunt semantic echivalente (prin definiția semantică a 


echivalentei). Şi deci dacă a este o formulă validă, atunci si a, este o formula validă. 


Teorema completitudinii. Dacă Е a, atunci ^ a. 
Argument. Presupunem p à. Cum I- œ= 0, rezultă că œ, este validă. Însă, am văzut 


mai sus, œ, este demonstrabilă în sistemul deducţiei naturale. De unde, din} а= 2, şi Ра. 
deducem + @ (prin Th. 20b). 
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2.5. Calculul secventilor їп c, 


2.5.1. Preliminar 

Un mijloc elegant de demonstrare a validitátii unei formule a este o incercare de 
căutare a unei interpretări care falsificá această formulă. Pentru aceasta vom opera cu perechi 
de şiruri finite de formule numite secvenfi. 

Un secvent este o expresie de forma 


a. 0, > Bis Bas 
sunt formule arbitrare. Fonnulele @,...,@, se numesc antecedentul 


n 


unde Q,...,8 


m 


secventului, iar f)... D), 
simbol Jogic (ie. nu apartine limbajului obiect al logicii), ci unul metalogic, similar 
simbolurilor auxiliare ale unui calcul. 

Adesea, in dezvoltările formale, un secvent va fi redat simbolic prin expresia Г >A, 
unde Г este şirul de formule @,,...,@,, iar А ,,..., a- Dacă Г este o mulţime vidă, atunci 
secventul corespunzător este — A. Dacă Aeste vidă, atunci secventul devine Г —›. Dacă atât 
Г cât şi A sunt vide, atunci secventul este — 


Sensul intuitiv al unui secvent @,,....@, > f,,..., B, este formula 
(a, A...Aa,)>(4,v...v4,) 
Dacă antecedentul este vid atunci formula de mai sus devine 1>(f,v...v Д,), 


se numesc succedentul secventului. Simbolul ,, —^" nu este un 


echivalent Д, v...v В, . lar dacă succedentul este vid, atunci vom avea (0; A... AG, )2 0, 
echivalent —(a, A... ^ Œ, ). În fine, dacă antecedentul şi succedentul sunt vizi, atunci obținem 


secventul nesatisfiabil —. 

Orice formulă poate fi redată printr-un secvent echivalent: secventul al cărui 
antecedent este vid și al cărui succedent este formula dată. 

Ceea ce numim astăzi, în tradiția Gentzen, „calculul secvenfilor" este mai curând o 
diversitate de sisteme, a căror construcție are la bază ideile lui Gentzen. Vom prezenta, mai 
jos, două astfel de sisteme: G si LK“. 


2.5.2. Sistemul G 
Operatorii logici ai acestui sistem sunt: ^, v,—,—. Fiecărui operator îi corespund două 


reguli de inferentá (operaționale), după cum formula care-l contine se află în antecedentul sau 
în succedentul secventului, adică în stânga (5) simbolului — sau în dreapta (d) lui. 


Г,2, ВЭА Гэа,А Г-ДА 
(^) ———_-____—- (^4) 
Taapoa ToaAB,A 
Г,а ЭА LA^ Га, В,А 
(v,) (va) 
TavBoa ToavfB,A 


$9 CEG. Gentzen, Untersuchungen über das logische Schließen, I, П. 
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ToaA LA Г,а э В,А 


(б) ———————— (>) 


Tao Boa Toa>fB,A 

ГУА, а Tava 
(= (^) 

D,3«—A T>—a,A 


Cum se poate uşor constata, fiecare regulă de inferenţă are unul sau doi secventi, care 
constituie premisa sau premisele regulii, şi un secvent-concluzie. Formula asupra căreia se 
aplică regula se numeşte formulă principală, formulele care rezultă şi sunt introduse în 
premise se numesc formule laterale, iar celelalte formule, transcrise fără modificări, se 
numesc formule exterioare. 

Orice regulă de inferentá poate fi reprezentată ca un arbore, cu două puncte (dacă are o 
singură premisă) sau cu trei puncte (dacă are două premise). Prin aplicarea repetată a acestor 
reguli se obține un arbore, cu formula inițială la bază (i.e. în origine). 


2.5.3. Concepte 

Definiţia 1. Un secvent Q,...,0, > Pi»: B este falsificabil (falsifiabil) dacă există о 
interpretare Int a variabilelor  propoziționale din — 04,.., D, astfel încât 
(a, A...Aa,)>(4 v... v 8„)=0 în Int; echivalent a, A...AQ, ^ (Ду... В,)=1. 

Definiţia 2. Un secvent a,,...,&, > В,,..., В, este satisfiabil dacă există o interpretare 
Int a variabilelor propozifionale din a, ,..., B,, astfel încât (о, ^. ^G,)2 (B, v.v B.) 21. 

Definiţia 3. Un secvent @,,...,@, > В,,.... B, este valid dacă este satisfiabil în orice 
interpretare. 

Din cele spuse mai sus cu privire la cazurile in care Г si ^ pot fi vide, putem formula 
cu ușurință condiţiile în care, în aceste cazuri, un secvent este falsificabi] / satisfiabil / valid. 
Dacă n=0, atunci secventul — Д v...v д, este falsificabil ddacá formula Д, v...v 5, este 


falsificabilă; echivalent, formula —(f,v...v В) este satisfiabilă. În caz contrar este un 
secvent valid. Dacă т = 0, atunci secventul @,,....@, — este falsificabil ddacá a, ^...^ a, 


este satisfiabilá etc. 

Definiţia 4. О axiomá a calculului secvenfilor este orice secvent Г — A, astfel încât 
T şi A au o formulă comună. 

Definiţia 5. Un arbore deductiv este o succesiune de secvenfi, începând cu secventul 
inițial (pus în origine), astfel încât fiecare punct (nod) se obtine nemijlocit din predecesorul 
său printr-o singură aplicare a unei reguli de deducție. 

Definiţia б. Un arbore demonstrativ este un arbore deductiv în care fiecare punct final 
este o axiomă. 

Definiția 7. Un arbore contraexemplu este un arbore deductiv în care cel puţin un 
punct final este un secvent Г — A, unde Г şi Acontin variabile propozi[ionale distincte (i.e. 
Г ЭА nu este axiomă). 

Secventul din originea (rădăcina) arborelui deductiv / demonstrativ este concluzia 
arborelui respectiv. Un secvent este demonstrabil ddacă există un arbore demonstrativ a cărui 
concluzie este secventul respectiv. 

Să vedem în cele ce urmează în ce fel conceptele mai sus prezentate sunt operaționale 
în calculul secventilor. 
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2.5.4. Leme si teoreme 

Lema І. Orice axiomá este o formulă validă a sistemului Gentzen С. 

Demonstraţie. Multimile Г , Acare constituie secventul axiomă au, prin definiție, о 
formula comună. А falsifica un astfel de secvent presupune existența unei interpretări în care 
aceeaşi formulă trebuie să fie adevărată şi falsă. Imposibil! 

Lema 2. Pentru oricare din cele 8 reguli ale sistemului G are loc: o interpretare Int 
falsifică secventul din concluzia regulii ddacă Int falsifică cel puțin un secvent premisă; 
echivalent: Int satisface concluzia ddacă Int satisface toate premisele regulii. 

Demonstraţie. Demonstrația constă în verificarea condiţiilor de adevăr ale definiției 
semantice a operatorului fonmulei principale (pentru fiecare dintre cele 8 reguli). Vom lua ca 
exemplu regula ( v, ). 


DLaA DL,8A 
(v.) 
TavBpoa 

O interpretare /nt falsificà secventul din concluzie ddacă /nt satisface toate formulele 
din antecedent, adică toate formulele din Г (i.e. satisface Г) si formula av Д, si Int falsificá 
toate formulele din A (ie. nu satisface A). Însă Int satisface a v f. Din definiția semantică а 
operatorului „v ", Int satisface a v fj dacă Int satisface œ sau dacă Int satisface Д. Si deci 
Int falsificá concluzia ddacá: 

a) Int satisface Г şi a si falsifică A sau 

b) Int satisface Г si Д şi falsifică A. 

Însă cele două alternative sunt reprezentate, in regula v ,, prin secventii din premise. 

La fel putem argumenta echivalenta mentionatá їп lemá (exercitiu). 

Íncercarea de a falsifica secventul din concluzie, aplicatá repetat in raport cu regulile 
sistemului С, permite, de fiecare datá, sá construim demonstratia unei formule. Sá Juam un 
exemplu. 

Demonstrarea validității formulei a în sistemul G demareazá cu formula a în origine. 
Spre deosebire de metoda tablourilor analitice, in acest caz arborele se construieşte „de jos în 
sus”. Formula de demonstrat apare astfel drept concluzie a aplicării repetate a regulilor de 
inferentá, aplicate în vederea găsirii vreunui caz în care formula este falsă. 

Fie @:(p>q)>(-q>-p). Demonstrarea validității formulei a este un arbore 
deductiv de următorul gen: 


(Sa) -фрәр 999, p (5b) 
(4) | ^q-—w.p q,»q—-p (4b) 
Qa —э-ф5-р,р q-7q42-p (3b) 
p2q-77q>-p (2) 

»(p24)5 ^a 2 ^p) (1) 


Cum citim aceasta dezvoltare? 
Formula a este formula aflatá 1а baza arborelui (ie. in origine). Ea este un secvent de 
forma — A, echivalent cu A. Cum operatorul principal al formulei (principale) este > , vom 


125 


aplica regula de inferentá >, în încercarea de a falsifica această formulă. Vom obține 
secventul imediat superior, (2), i.e. premisa acestei reguli. Adicá, formula implicativá a este 
falsá dacá antecedentul este adevárat iar consecventul fals, intr-o interpretare oarecare. Însă 
adevărul antecedentului înseamnă alternativ: falsitatea lui p sau adevărul lui g, motiv pentru 
care din (2) obținem doi secventi distincti, (За) $1 (3b), prin aplicarea (2,). Similar, prin 
aplicarea >, vom obţine secventii (4a) si (4b), iar prin aplicarea (~; ) şi (=, ) obținem (Sa) si 
(5b). 

Însă secventii din punctele finale (5a) şi (5b) sunt axiome si deci nu pot fi falsificati 
(prin Lema 1). 

Dacá toate ramurile arborelui deductiv se terminá cu formule de genul 5a (sau 5b) (i.e. 
este un arbore deductiv inchis), acest lucru este echivalent cu demonstrarea secventului aflat 
in origine, respectiv, este echivalent cu o demonstratie de validitate a formulei a. 
Corespondentul demonstrárii secventului aflat in origine este echivalentul unui tablou analitic 
închis pentru пега{їа formulei din origine, prin metoda tablourilor analitice. 

Ce obținem însă dacă formula aflată în origine este nevalidă? Construind un arbore 
pentru formula £:(p> q) 2(-q3p) vom obține, în locul secventului 4a, secventul 
—q > p.p, secvent falsificabil pentru asignările p=0, q=0 (exerciţiu). În acest caz, în 
care arborele obținut are cel putin un punct final care nu este axiomá, am obținut un 
contraexemplu. Similar metodei tablourilor analitice, contraexemplul reprezintă categoriile de 
asignari pentru care formula dată este falsificabilă. 

Aşadar, construind un arbore pentru un secvent Г > А vom obţine una din 
următoarele două situaţii. 

1. O demonstraţie de validitate а secventului Г — A, caz în care toate punctele 
finale sunt axiome. 

2. Un arbore în care secventii finali nonaxiome permit construirea evaluărilor 
în care secventul Г — A este falsificabil. 

Aceste două situații corespund alternativei uzuale din Е, : o formulă a este ori validă 


ori faisificabilă. 


Exerciţii 
Demonstrati în G validitatea următoarelor formule: 
L (p24)2l(a27)5 (» 27)] 
2. ((p24)^(a2 9] (2) 
Teorema de corectitudine. Dacă un secvent Г — А este demonstrabil în С (ie. G- 
demonstrabil), atunci este un secvent valid. 
Demonstrafie (inductie pe arbori demonstrativi). 
1. Orice arbore demonstrativ cu un singur punct (i.e. o axiomá) este un secvent valid 
(prin Lema 1). 
2a. Presupunem cá originea arborelui demonstrativ T are un singur succesor. În acest 
caz T se obține dintr-un arbore demonstrativ 7, prin aplicarea unei reguli cu o singură 


premisă (premisa regulii este concluzia arborelui Т,): 


Premisă T, 


Concluzie 
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Prin ipoteza inducției, teorema are loc pentru 7,. Şi deci originea lui 7, (ie. Premisă) 
este o formula validă. Însă, prin Lema 2, de mai sus, are loc: premisa este validă ddacă 
concluzia este validă. Şi deci teorema de corectitudine are loc. 

2b. Presupunem că originea arborelui demonstrativ T are doi succesori. În acest caz T 
se obține din doi arbori demonstrativi, 7, si 7,, prin aplicarea unei reguli cu două premise. 
Rationám ca mai sus (exercițiu). 

Completitudinea sistemului G rezultă din urmátoarele două leme. 

Lema 3. O interpretare Int falsifică secventul Г х А din originea unui arbore 
deductiv ddacá Int falsifică cel puţin un secvent final. 

Demonstratie (inductie pe arbori deductivi) 

1. Arborele deductiv are un singur punct (lema are loc, trivial). 

2. Presupunem cá arborele deductiv 7 are mai mult decât un punct. Similar 
demonstraţiei teoremei de corectitudine, avem cele două cazuri. Să luăm doar cazul în care 
originea lui 7 are doi succesori, celălalt caz rezultând din acesta. T se obține aşadar din doi 
arbori deductivi, 7, şi 7,, ale căror origini sunt cele două premise ale regulii prin care 


obținem 7 din T, si 7,: 
1, 1, 


Premisa 1 Premisa 2 


Concluzia 
Presupunem (prin ipoteza inductiei) cá Lema 3 are loc pentru cei doi arbori deductivi, 
Т, si T, , adică: o interpretare Int falsifică Premisa 1 ddacă Int falsifică un punct final al lui 


T, şi Int falsifică Premisa 2 ddacă Int falsificá un punct final al lui 7,. Însă, prin Lema 2, Int 
falsifică Concluzia ddaca Int falsificá Premisa 1 sau Premisa 2. Si deci: Int falsifică 
Concluzia ddacá Int falsificá vreun punct final al lui T, sau al lui 7, , adică /nt falsifică vreun 


punct final al lui Т. 

Lema 4. Secventul Г — A (aflat în originea unui arbore deductiv) este valid ddacá 
toate punctele finale sunt secvenji valizi. 

Lema rezultă din precedenta. Demonstrám mai jos Lema 4 în varianta echivalentă ei: 
secventul Г — А (aflat în originea unui arbore deductiv T ) este falsificabil ddacă arborele 
deductiv T nu este un arbore demonstrativ (i.e. există un secvent final falsificabil). 

Demonstratie. 

a) Dacă Г» A este falsificabil, atunci arborele deductiv T nu este un arbore 
demonstrativ. 

Presupunem că Г — A este falsificabil. Există deci o interpretare /nt care-l falsificá. 
Si deci Int falsificá un secvent final al arborelui deductiv Т (prin Lema 3). Un astfel de 
secvent va avea deci forma p,,..., P,  q,,...,q,, unde p, şi q, sunt variabile propozitionale şi 


are loc {p, s Dy Ja (a, se Q | = 0 (în caz contrar secventul ar fi axiomá). Si deci daca Г — A 


este falsificabil, atunci arborele deductiv nu este arbore demonstrativ. 

b) Dacă T nu este un arbore demonstrativ, atunci secventul Г — A este falsificabil. 
(Argumentám similar; exercitiu). 

Corolar (Completitudinea sistemului G). Daca Г >A este un secvent valid, atunci el 
este demonstrabil їп С. 

Corolarul rezultă prin contrapozifie din b) de mai sus. 
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Remarcá I. Dacă L'A este un secvent valid infinit, atunci demonstrabilitatea 
acestui secvent înseamnă existența unor submultimi finite de formule {иу )cr si 


(0,.....9,)c A astfel încât secventul у» 7, > Ô>- Ô, este demonstrabil. (Orice arbore 


demonstrativ este un tablou inchis pentru secventul dat, si deci unul finit). 

Remarcá 2. Atát demonstratia cu ajutorul tablourilor analitice cát si demonstratia in 
calculul secventilor se bazează, aşa cum am constatat mai sus, pe încercarea de a găsi 
contraexemple ale formulei date sau ale secventului dat. E de aşteptat, aşadar, ca între cele 
două tehnici să existe corespondențe structurale. Să vedem, pe scurt, acest lucru. 


2.5.5. Tablourile analitice şi calculul secvențial 
Definiție. Prin tablou analitic pentru secventul @,,....@, — Pi- B, se înțelege un 


^ 


tablou analitic pentru multimea (ra... To, F, fF, B, ). unde , T" înseamnă ,,adevárat" 
iar „Е” înseamnă „fals”. 

Fireşte, secventul @,,...,@, > f,,..., a este valid ddacá mulțimea mai sus specificată 
este nesatisfiabilá. Si deci, in acord cu metoda tablourilor analitice, un tablou ínchis pentru 
mulțimea {T@,,....T@,,FB,,....F В.) echivalează cu о demonstrație prin această metodă a 
secventului dat. 

Explicaţia acestui fapt este simplă: dacă Г — A este secventul @,,..,@, > J- 8 


m? 


atunci Г А este valid ddacă formula £, (m ^..^a,)S (f v..v Д„) este valida, 


respectiv dacă formula a, ^... ^ а, AA, ^... ^ D, este nesatisfiabilá. Echivalent, mulțimea 
{Та,,..„Та, , FB, ,.... FB, ) este nesatisfiabilă. 

Fie, în cele ce urmează, Seg mulțimea de mai sus de formule evaluate: 
{Ta,,....Ta,,F B,..., FB, ). Avem, aşadar: 

Г > А este valid ddacé Seq este nesatisfiabilă. 

Cu notatia de mai sus, o axiomă a sistemului G este orice mulțime Seq Ta , Fa. 


Similar, vom avea douá reguli de deductie, corespunzátoare celor douá categorii de 
formule: a şi 8. Cele 8 reguli de deducție ale lui G sunt specificári ale următoarelor două: 


Seq, d,,a; Seq, B Seq, В, 
REG a ———————————— ; ВЕС В 


J 


Seq, a Seg, B 


Explicatie. Fie, de exemplu, a =T(a@ ^ f). Formula principalá este deci o conjunctie 
adevărată. Expresia aferentă REG a devine: ,,T@,,...Ta@,, Ta, TB, FP- FB, generează 
TQ,,...T@,, T(aA В), Ff,,...,FB,,“, care nu este altceva decât regula de inferenta ^, : 


n? 5 


Г,а, В >A 
Г,алд элд 


Alt exemplu. Fie acum а= F(av f). Conform REG а, vom avea: „То,...,Та,, 


FB,..,FB,, Fa, ЕВ generează Ta,,...„Ta,, FB... FB,, F(av В)“, si care este regula 
м, : 


t 
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L9Ao,B 


roA,av д 

Fie, în fine, B=T(@> Д). În acord cu REG В vom avea: ,,TQ,,...Ta,, ТВ, 
FB FB, sau Ta.. Tæ, FB,.,Ff,, Fa generează Ta,..,.Ta,, T(a> f), 
Ff,,... FA, “, care este regula 5,. 

Toate celelalte cazuri se considerá similar (exercitiu). 

Corespondenta structurală dintre tablouri si arborii deductivi permite acum o 
demonstratie simplá a teoremei completitudinii. 

Teorema de completitudine. Orice secvent valid este demonstrabil. 

Demonstrajie. Presupunem cá secventul @,...,@,  Д,,..., B, este valid. Construim un 
tablou pentru mulțimea (Ta... Ta, FB,,.., FB). Ceea ce obținem este un tablou închis 
(datá fiind validitatea secventului de mai sus). Acest lucru este echivalent cu o demonstratie 
pentru secventul considerat. 

Dacă vrem să transformăm tabloul astfel construit într-un arbore deductiv, atunci vom 
înlocui fiecare punct al tabloului cu secventul corespunzător, cu deosebirea că dezvoltarea 
arborelui deductiv o facem „de jos în sus”. 

Exemplu. Fie următoarea formulă a £,: (p > q)> [42 ғ) > (р> r)]. Tabloul acestei 


formule arată astfel: 


1. F(p24)2[(a2 r)5 (рә) 
2. T(p 2 4), Н> ғ) (p 2 7)] 
3. T(p 2 a). T(a2 ғ), Брэ) 
4. Т(рэ ад), T(g > r), Тр, Fr 
T(q >r), Tp, Fr,Fp T(q3r), Tp, Tq, Fr 
Tp, Fr,Fp,Fq Tp, Tr,Fr,Fp Tp, Tq, Fr,Fq Tp.Tq, Tr,Fr 


Arborele deductiv corespunzátor este 
р Э ғ,р,9 р.г >r,p р.9 ә ',9 pror 
q25nporp q2r,pqor 
p2q,q2r,pr 
p»2q.qor por 
p24-(a2r)5(por) 


> (pr>q)>[(¢>r)> (par) 
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Corespondenfa structuralá dintre cele douá constructii este usor sesizabilà. 
Aşadar, o formulă a este o teoremă in G dacă secventul — a are o demonstraţie. Prin 


teorema de corectitudine a sistemului G, @ este deci si o formulă validă a L,. 


Exerciţii. Se dau următoarele formule ale £, : 


a, :(p > q)>(-g>-) 
a, :[(p >9)a(qg>r)l> (p 2) 
a, :K(p2r)^(a 2 r)] 3 Kp v a) 7] 
a, :(р^а)> r]2[(o > 7) 2 (a? )] 
a,:(p2r)2|(a27)2 (pv a) ] 
Construiti, їп fiecare caz în parte, tabloul formulelor si arborii deductivi 
corespunzători. Interpretaţi rezultatele. 


2.5.6. Lema interpolarii (Craig) 

Există mai multe demonstrații ale acestei leme in £,. În versiunea ei originală (Craig) 
demonstrația este una constructivă. Fitting oferă o demonstraţie bazată pe ideea de mulțime 
Craig-consistentă si pe teorema satisfiabilității”!. R. Smullyan dá o demonstraţie constructivă 
în directă conexiune cu sistemele Gentzen. În cele ce urmează ne vom referi la acest din urmă 
caz. 

Definiţie. O formulă € se numeşte interpolant pentru ітріісаіа a > В dacă orice 
simbol propozifional din € apare atât în а cát şi în В şi dacă ADE şi ED В sunt formule 
valide. 

Remarcă. În acord cu semnificaţia ,, ”, o formulă poate fi validă si in oricare din 
situaţiile: 1. @ formulă nesatisfiabilă. 

2. В formulă validă. 

În primul caz interpolantul formulei a > Д este 0 (falsul), în cel de-al doilea este 1 
(adevăratul). De ce? 

Lema interpolării (Craig). Dacă а > В este o formulă validă a £,, atunci ea are un 
interpolant. 

Similar interpolantului unei implicaţii, o formulă € este interpolant pentru secventul 
Г э A dacă orice simbol propozifional din € apare in cel putin o formulă din Г şi in cel 
putin o formulă din A şi dacă ambii secventi Г > € si € — A sunt valizi. 

Dat fiind sensul intuitiv al unui secvent Г > А, adică (a, A... ^a œ) > (B, v... v B,), 
unde &,,....&, sunt formulele din Г iar Д...., д, cele din A, existența unui interpolant pentru 
secventul valid Г — A este echivalentă cu existența unui interpolant pentru formula validă 
(a, ^... ^a,) 2 (B, v... v B,). Dacă operám cu secventi, mai curând decât cu formule ale L, 
atunci Lema lui Craig are următoarea formulare echivalentă: dacă Г — A este un secvent 
valid, atunci el are un interpolant. 

În demonstrația pe care Smullyan o face acestei leme utilizează ceea ce autorul 
numeşte „sisteme Gentzen simetrice”. Acestea sunt sisteme de genul sistemului G mai sus 
prezentat cu următoarea restricție: în nici una din regulile de deducție vreo formulā nu poate fi 
transferată dintr-o parte în alta a simbolului ,,—" (aşa cum se întâmplă în sistemul G). 


3 M. Fitting, First Order Logic and Automated Theorem Proving, Springer-Verlag, New York, 1990, 56. 
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Sistemul S astfel obținut va avea ca axiome orice secventi de репи T,a—>A,a; 
Ta—a > ^; T> А,а, 10. lar în notația uniformă regulile devin, corespunzător: 


Ta, ЭА T>, f. A 
Reg A —_ Reg A, 
Г,а э А ГУА, 8 
D^ Г, д, ЭА ToAa ГУДА,а, 
Reg В, ——————————— Reg В, 
LA T4, 


Demonstrația Lemei lui Craig se rezumă acum la următoarele: 

1. Se aratá cá orice axiomá are un interpolant. 

2. Pentru fiecare regula de deductie se aratá cá daca fiecare premisá are un interpolant, 
atunci concluzia are un interpolant. 
1. Г,а А, а are, evident, ca interpolant formula &; Г, а, 0 >A Ојаг l'2A,0,— 1. 
2. A, Daca € este interpolant pentru I, à, a, — A, atunci € este interpolant și pentru 
Las. 

A, Dacă € este interpolant pentru [> A, Д, f,, atunci € este interpolant si pentru 
ГУА, Д. 

В, Daca є este interpolant pentru Г, Д А si 1 este interpolant pentru Г, f, > å, 
atunci £ vt este interpolant pentru Г, 8 >A. 

B, Dacă € este interpolant pentru Г — A,a, si 1 este interpolant pentru Г > A,a,, 
atunci £^1 este interpolant pentru Г — Д, с. 


2.5.7. Compacitate, satisfiabilitate, consistenta 
Asa cum am văzut in 2.1.2.3, o formulă a £, este satisfiabild dacă este adevărată in 


cel puţin o interpretare a variabilelor sale. Similar, o mulțime Г (finită sau infinit numărabilă) 
de formule ale L, este satisfiabilá dacá toate formulele sunt sirnultan satisfiabile. 
Teorema de compacitate (pentru С). Pentru orice mulțime Г de formule ale L, are 


loc: dacă orice submulțime finită a lui С este satisfiabilă, atunci Г este satisfiabild. 
Demonstraţie (reductio ad absurdum). Presupunem că Г este nesatisfiabilă. Rezultă 

că secventul Г—› este valid. Si deci, prin teorema de completitudine (comp. Remarcă 1, 

2.5.4) există o mulţime finită de formule (a,..„a)eT, astfel încât secventul @,,...,.@, — 


este demonstrabil în С. De unde, prin teorema de corectitudine, rezultă cá @,,....@, — este 


valid. S! deci (a... Q,) nu este o mulțime satisfiabilă, ceea ce contrazice asumptia teoremei 
de compacitate. Aşadar, I este satisfiabilă. 

Similar definiției S-inconsistentei din 2.3.3 (Def. 3) vom construi un sens al G- 
in/consistenfei unei mulțimi Г de formule ale £, . 

Definiţie. O mulțime Г de formule ale L, se numeşte G-inconsistentă dacă există o 
formulă В а £, astfel încât în sistemul G au loc: T> В şi- D —B, în caz contrar Г 


este G-consistentă. 
Acest sens al inconsistentei este echivalent cu următorul: Г este inconsistentă dacă 
+ I ДВ, pentru orice В (de ce?). 
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Таг FT — 2 înseamnă că există o mulțime finită de formule {q,,...,@, ] din mulțimea 
Г, astfel са ^a,,..,0, — f. 

Lema satisfiabilității (pentru G). Dacă Г este o mulțime G-consistentă de formule ale 
Lp atunci T este satisfiabilă. 

Demonstraţie (reductio ad absurdum). Presupunem că Г este nesatisfiabilă. Rezultă 
că secventul Г — Д este valid, pentru orice B. De unde, prin teorema de completitudine a 
sistemului G, există @,....@, СГ astfel că | @,...,.@, > f. Cum £ poate fi orice formulă 


(i.e. construită dintr-o formulă și negația ei) rezultă că Г este o mulțime G-inconsistenta™ de 


formule, contrar asumpfiei. 
Din aceasta lemă deducem: dacă Г este consistentă, atunci secventul I'— nu poate fi 
valid (este deci falsificabil). 


Lema consistenţei (pentru G). Dacă Г este o mulțime satisfiabilă de formule ale L,, 
atunci Г este consistentă. 

Demonstraţie (reductio ad absurdum). Presupunem că Г este inconsistentă. Si deci 
secventul I'— 3 este demonstrabil, pentru orice f. Fie Д formula paap. Si deci 


secventul Г э p^-p este demonstrabil. Aşadar, există @,..,@, din Г astfel încât 
Q,- — p ^-p este demonstrabil. Prin teorema corectitudinii lui G rezultă cá secventul 
Q,,..,0, — p^-»p este valid, fapt imposibil, deoarece aceasta ar însemna, echivalent, 
nesatisfiabili tatea mulțimii {,,...,а, }є Г si десі nesatisfiabilitatea Іш Г (ceea ce contrazice 
ipoteza teoremei ). 


Remarcă 1. O dată demonstrată lema satisfiabilitátii se poate construi o elegantă 
demonstrație a lemei: Orice mulțime consistentă Г de formule ale L, admite o extensie 


maximal consistentă 5%. Echivalent: Orice mulțime consistentă T de formule ale L, este о 


submulțime a unei mulțimi maximal consistente Г“ 
Demonstraţie. Dacă Г este consistentă, atunci Г este satisfiabilă (prin Lema 
satisfiabilitátii). Există deci o interpretare [тї în care toate formulele din Г sunt adevărate. Fie 


I" mulțimea tuturor formulelor adevărate în Int. Evident, Г este o submulțime a lui I" . Vom 
arăta că I" este o mulțime maximal consistentă. 


1. I" este consistentă, căci toate formulele din I" sunt adevărate în Int şi deci I" este 
satisfiabilă. De unde, prin Lema consistentei deducem 1. 


2. Г“ este maximalá (reductio ad absurdum). Presupunem că Г“ nu este maximală. 
Existá deci o multime consistentd ^, astfel cá I" с A. Cum A este consistentá, rezulta cà A 
este satisfiabilă (prin Lema satisfiabilitátii) şi deci, prin definiţie, există o interpretare Int” în 
care toate formulele din A sunt adevărate. Cum A este o extensie proprie alui I" (ie. cele 
două mulțimi nu coincid), există o formulă a care aparține lui A si nu aparține lui I". Cum 
а nu aparține mulțimii Г“ rezultă că în interpretarea Int a ia valoarea logică fals. $i deci 
—a este adevărată in Int. Si deci xe I". Cum A este o extensie a lui I", Jnt" satisface 
orice formulă din A şi deci si formula a. Însă Int” satisface toate formulele din A si deci 
şi formula @, despre care am presupus că aparţine lui A şi nu aparţine lui Г“. Însă, în acest 
caz, rezultă că Int” satisface atât a cât si a , imposibil. Deci I" este maximală. 


Remarcá 2. În demonstraţia de mai sus a Lemei de existență cu privire la mulțimile 
maximal consistente s-a utilizat Lema satisfiabilității. Demonstrația dată în 2.3.3 (Lema 1) 


52 Întrucât aici avem în vedere doar sistemul С, omitem în cele ce urmează referirea explicită la G, 
3 Comp. Lema 1, 2.3.3. 
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acestei leme are altă factură. Demonstratia ei a fundamentat demonstrarea lemei 
satisfiabilitatii (Lema 2, 2.3.3), iar pe baza lemei satisfiabilitátii am construit demonstratia de 
completitudine. 


2.5.8. Arborii deductivi şi formele normale ™ 

Construcția unui arbore pentru un secvent Г э А permite, mai departe, construcția 
unei forme normale a formulei corespunzătoare. 

Forma normală conjunctiva. Fie a o formulă a £,. Pentru obţinerea formei normale 
conjunctive a formulei a (abrev @,) construim un arbore deductiv pentru secventul >a. 
Vom avea una din cele două situaţii posibile: a este validă sau a este falsificabila. În primul 
caz a o vom reda, simplu, printr-o formulă a, : p v —p, unde p este o variabilă propozițională 


din a. Evident, echivalenta a = a, are loc. 


n - i , У е i secventii nonaxiome din punc inale: 
In cel de-al doilea caz, vom alege tot ventii i din punctele finale 
Piss Pa is» fiecăruia  corespunzându-i un conjunct din а, de forma: 


( pi ^^ Pa) 2 (a, Vus аһ) (їп acord cu sensul intuitiv al secventilor) echivalent 
Ap, ^-^ р„)у 4, V. v Q, , echivalent ~p, v... v —p, vq, V.. Vq,. Legám prin conjunctie 
toate aceste formule si obținem @. 


Exemplu. Fie a:(p>r)>l(q >s)>((pva)>r) 
PrP qornpq psrp qsornp Prong qrorq pror q,r,5 >r 
PYG —>r,P,9 Pyqs>r,p pwVq.r-ng РУ Ч.Т, Эг 


q55,pvq—or,p q2spvqror 
po2rng2spvqor 
ponq2so(pvq)or 
p2r3(a2s)2 (pva)2 r) 
Э(рэг)э[(@э5)э((руа)э r) 
Ceea ce am obținut mai sus este un arbore deductiv al secventului >a. Din cei 8 
secventi puncte-finale doar unul nu este axiomá. Forma normalá conjunctiva a formulei a este 


aşadar a =—gv—svrvp. Cum @=a@,, putem cu ugurintá să decupám categoriile de 
asignári pentru care a este falsificabilà: g=s=1si r=p=0. 


Exercitii 
1. Arátati, cu ajutorul procedeului formelor normale, cá forma normala conjunctiva a 
formulei a, à, este expresia mai sus obținută. 


2. Argumentati direct, pe baza formulei a, că în interpretarea de mai sus a este 
falsificabilă. 


р Сотр. 2.1.4.4. 
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3. Pe baza arborilor deductivi corespunzători, construiți forma normală conjunctiva a 
urmátoarelor formule: 


a, -[(p2 q)^ (a2 )]2 (P2 7) 

œ -[(p24)^(a23))2 (pr) 

œ -(p^a)2r]3[(p 2 7)2 (a27)] 
a, -(p24)2l(a2 r)2 (r5 з) 

= (рлд)> (род) 
(р>) > [62 0) 2 (p >r) 
(p^a)2l(» 2 a)^r] 


[^7 
а, 
a 


Forma normală disjunctivă. Fie a o formulă a £,. Pentru a obține forma normală 


disjunctivă a formulei a (abrev. a, ) construim un arbore deductiv pentru secventul a —. În 


acord cu cele spuse în 2.5.1, un astfel] de secvent este echivalent cu —a@, Aşadar, — este 
falsă ddacá a este adevărată. Ca mai sus, vom construi un arbore deductiv pentru à — şi vom 
alege toti secventii nonaxiome din punctele finale ale arborelui, p,...., p,  q, ...., qp , fiecăruia 


corespunzándu-i un disjunct din @, de forma: (p. AA p,) 2 (q, VaV da )], echivalent 
р^... AP, ^9, A... AQ, - Legám mai apoi prin disjunctie toate expresiile astfel construite 


şi obținem c, . 
Exemplu. Fie а= (pvag)^(por)o- 
> p.d por 
руд Эрэг 


»(pva)^(por) r> 


(p va)^(p2r)2-r 
а, = (^p ^Ag)v (p ^-r)v ғ 


Exercitii 

1. Arátati, cu ajutoru! procedeului formelor normale, cá forma normalá disjunctivá a 
formulei de mai sus, @, , este expresia astfel obținută. 

2. Pentru formulele a, —«., de la exerciţiul 3 de mai sus construiți, pe baza arborilor 


deductivi corespunzători, forma normală disjunctivă şi verificați rezultatul astfel obținut cu 
ajutorul procedeului formelor normale. 


2.5.9. Arborii deductivi si mulțimile Hintikka 

O altă modalitate de a prezenta un secvent Г — A este utilizarea unei perechi (LU, A) 
de mulțimi de formule. În cele ce urmează vom considera doar cazul în care Г si A sunt 
mulțimi finite de formule. 

Fie secventul [(p v а) A(p > r)]| > г — din exemplul al doilea din 2.5.8. În acest caz 


г={[(руа)л(р > r))2-r], iar А = {ø}. Fie acum o ramură deschisă a arborelui deductiv al 
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secventului de mai sus. Fie O, multimea tuturor formulelor care apar in antecedentul fiecárui 
secvent din ramura considerată, iar ©, mulțimea tuturor formnulelor care apar in succedentul 
fiecărui secvent din ramura aleasă. Aşadar, 

ө, ={(pva)a(p > r)]> ~r, p} 

Ө, -((pva)^(p2r) pa nr} 

Din aceste două mulțimi construim o singură mulțime prin prefixarea tuturor 
formulelor din ©, cu T (adevărat) $1 a tuturor formulelor din ©, cu F (fals), adică: 
н = (rl(p v a)^(p > )) 2 77, Tp,F (pv a)^(p S ғ), F(p > ғ), Fr} 

H este o multime Hintikka, adicá o multime care satisface urmátoarele trei conditii: 

1. Nu conţine nici o variabilă propozițională împreună cu negația ei. 

2. Dacă ae H, atunci da, eH si d, € H. 

3. Dacă Be H, atunci B, € H sau B, € H. 


Гетӣ. Orice ramură deschisă a unui arbore deductiv formează o mulțime Hintikka. 

Demonstrație. Ceea ce trebuie să arătăm este faptul că mulțimea H, așa cum am 
construit-o mai sus, este o mulțime Hintikka. 

1 are loc. H nu poate contine o variabilă propozițională împreună cu negația ei. Căci 
orice variabilă propozițională care apare într-un secvent apare în orice ramură care conține 
secventul respectiv. lar dacă H ar contine atât Tp cât şi Fp, unde p este orice variabilă 
propozițională, atunci ramura respectivă conține un secvent axiomă şi este deci o ramură 
închisă, contrar asumptiei din lemă. 

Pentru demonstrarea validității celorlalte condiții vom considera cele două cazuri 
distincte, după cum o formulă oarecare a aparține mulțimii ©, sau a aparține mulțimii ©, . 
Considerăm cá ae ©, ; cazul celălalt se tratează similar. 

2 are loc. Considerăm cá a aparține unui secvent I' A, iar Ta este o formulă de 
tipul а. În acest caz d, si а, se adaugă succesorului imediat al lui Г — A, prin aplicarea 
unei reguli de inferenta, în felul următor: 

a) Dacă a,este de forma TA, atunci A, se adaugă antecedentului succesorului lui 

Гэ A. La fel procedăm dacă a, are forma ТА,. 

b) Dacă a,este de forma FA, atunci 4, se adaugă succedentului succesorului lui 

Г A. La fel procedăm dacă a, are forma F4. 

Și deci în ambele cazuri d, şi а, aparţin lui H. 

3 are loc. Considerăm acum că o formulă a aparține unui secvent Г Э Д, iar Ta este 
o formulă de tip В. În acest caz Г — A va avea doi succesori, B, va fi adăugată succesorului 
stâng, iar B, succesorului drept. Si aici vom avea cele două cazuri de mai sus: 

a) Dacă fj, este de forma TZ, atunci 4, va 0 adăugată antecedentului succesorului 
stâng al secventului Г-›А. Dacă si feste de forma TA, atunci A, se va adăuga 
antecedentului succesorului drept al secventului I' A. 

b) Dacă f, este de forma ЕЛ, atunci A, se va adăuga succedentului succesorului 
stâng al lui Г эд. În fine, dacă f, are forma FA,, atunci A, se va adăuga succedentului 
succesorului drept al lui ГЭ A. 

Şi deci fie B, , fie В, aparține lui Н. 
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2.5.10. Sistemul LK * 


Acest sistem tip Gentzen este de fapt sistemul LK din Untersuchungen...°°, fără cele 4 
reguli de introducere a cuantificatorilor V si d în antecedentul şi, respectiv, succedentul unui 
secvent. In construcția acestui sistem vom găsi două tipuri de reguli: structurale şi 


operaţionale, la care se adaugă aşa-numita regulă a tăieturii. 


1. Regulile structurale 


Atenuare DA LA 
At, At, 
&, T >A r> A,@ 
Contragere 
а,а,Г >A T>, &,& 
Cont, Cont, 
а,Г- А ToA,a 
Permutare 
Ta,B,A-A ToA,G,B,A 
Per, Per, 
Г,3,а,А— A Г эд, В,а, л 


2. Regula tdieturii: 
ГэДда qAo0 


Taiet 
DLAoA0 


3. Regulile operaţionale (logice): 


aToA BTA 

(A,) ; (a,) ; (л) 

anBToa anp, r A^ 

G,DUo^4 В,ГУА ToA,a 
| c c E (ы 

ау ВГ эд ToA,avf 

Гэда f,A0 ar >A, В 
= xx 

ао fT, A 4,0 LUDAa«25f 


> Comp. G. Gentzen, „Untersuchungen über das logische SchlieBen”, 192-3. 
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ToAa ToA,f 


ToAGAf 


ГУА, д 


; (va) 


ToA,avf 


Г-эД,а а,Г-э А 


с) ———— (u) 


~ag, rA T— A-^« 
Axiomele acestui sistem sunt orice secvent de forma Q — @. 


Teorema de corectitudine a sistemului LK*. Orice formulă LK’ -demonstrabilă este 
validă. 

Ceea ce trebuie să arătăm sunt următoarele două teze: a) orice axiomă a sistemului 
LK este un secvent valid (trivial!) si b) dacă toate premisele unei reguli a acestui sistem sunt 
adevărate într-o interpretare arbitrară Int, atunci şi concluzia regulii este adevărată în 
interpretarea respectivă. Adică orice regulă conservă adevărul premiselor. Din aceste două 
teze rezultă că orice formulă deductibilă din axiomele sistemului, prin aplicarea regulilor sale, 
este o formulă validă. 

Pentru a demonstra b) putem considera fiecare regulă în parte, argumentând 
corespunzător în raport cu formula principală conținută. 

Exemplu. 

Fie regula (>, ) 


ToA,a f,^9 


ао В,Г,А —э А,Ө 

Dacă ambele premise ale regulii sunt adevărate, atunci concluzia este adevărată. 
Echivalent, dacă concluzia este falsă, atunci cel puţin una din premise este falsă. Pentru orice 
interpretare Int, concluzia este falsă în Int ddacă Int satisface toate formulele din Г şi A plus 
formula a > £ şi falsifică toate formulele din A si Ө. Însă Int satisface a > В dacă fie Int 
falsifică a, fie Int satisface Д. Aşadar, Int falsifică concluzia ddacă: 1) fie Int satisface Г şi 
falsifică A şi а, 2) fie Int satisface J şi A şi falsifică Ө, exact ceea ce exprimă secventii 
din premise. 

Remarcă. O deosebire esențială există între teoremele de corectitudine ale sistemelor 
G si LK' , în următorul sens. În G este valabilă următoarea echivalență: 

Premise adevărate în /nt ddacă concluzie adevărată in Int, 

adică şi din adevărul concluziei se poate conchide asupra adevărului premiselor. În schimb, în 


LK" este valabil doar conditionalul: 
Dacă premisele sunt adevărate în /nt, atunci concluzia este adevărată în Int. 


Consistenfa în LK* 

Lema. І. O mulțime Г de formule este LK" -inconsisientă ddacá există o formulă a 
astfel încât ambii ѕесуепіі Г э а şi T — a sunt LK" -demonstrabili.55 

2. Pentru orice a, secventul V — a nu este LK" -demonstrabil dducă TU fhia} 

este consistentă. 

Demonstratie. 1. Biconditionalul din 1 înseamnă: 

la) Dacă Г este inconsistentă, atunci există @ astfel încât atât Г э а cât şi Г-›—@ 
sunt demonstrabili în LK". Echivalent, pentru orice f, secventul [— В este demonstrabil 
(comp. 2.5.7). 


56 Omitem „LK " -". 
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lb) (conversa lui la). Dacă există a astfel încât atât Г эа cât şi Г ә Ја sunt 
demonstrabili, atunci Г este inconsistentă. 

Pentru demonstrarea lui 1b) presupunem antecedentul conditionalului, adică ambii 
secventi Г эа şi D'-x sunt demonstrabili şi vom arăta că secventul Tf este 
demonstrabil, unde Д este orice formulă. Iată demonstrația, unde T, si 7, sunt demonstrațiile 


celor doi secventi presupuşi în antecedent: 


1, T, 

rog Do2« 
с) — O) 

«Do —-6,Г > 
(Qu) ^ — A) 

Toma ng, l > 8 
(Taiet) 

Lr 


(contrageri, permutări ) 
L5 
2. Biconditionalul din 2 înseamnă: 

2a) Pentru orice a, dacă Гэ с nu este demonstrabil, atunci l'u(-a) este o 
mulțime consistentă. 

Reductio ad absurdum. Presupunem că Г —a nu este demonstrabil si Го (4a) este 
inconsistentă. $i va rezulta că Г — a este demonstrabil, ceea ce contrazice ipoteza. Deci, 
dacă IU {ra} este inconsistentă, atunci secventul ~, Г — « este demonstrabil; fie T о 
demonstratie a acestuia. 


T aq 
(m) 
a3a,rr-a« ana 
(2) (=) 
T> a, ча ——@-—э@ 
(Taiet) 
Гәа@ ‚а 
( Cont, ) 
r>a 


2b) Dacă TU fha} este consistentă, atunci Г — a nu este demonstrabil. 
(Reductio ad absurdum). Dacă D ә а este demonstrabil, atunci D,—«-»5« este 
demonstrabil. Însă —a—>—a este un secvent-axiomá, este deci demonstrabil; deci 51 
I,—«- -a este demonstrabil. De unde rezultă, prin 1, că Tula) este inconsistentă, 
contrar asumptiei. 


Hauptsatz pentru sistemul LK * 

Propoziția principală (Hauptsatz) a lui Gentzen pentru sistemul LK" are următoarea 
formulare: Un secvent este LK" -demonstrabil ddacă el este LK" -Taiet-demonstrabil. 
Respectiv, ddacá secventul este demonstrabil în sistemul LK" considerat fără regula Taiet. 
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Nu vom urmári aici demonstratia lui Gentzen?", în schimb vom obtine acest rezultat ca un 


corolar al demonstrației echivalenței celor trei sisteme: G, LK" si LK ' -Taiet. 
Teoremá 


1. Orice demonstrație a unui secvent Г ЭА în LK" poate fi transformată într-o 
demonstratie a lui in С. 

2. Orice demonstrație a unui secvent [4A їп G poate fi transformată într- 
odemonstratie a lui in LK" -Taiet. 

Demonstraţie 


1. Presupunem cá secventul L'A este demonstrabil în LK". Atunci rezultă cà 


Г ЭА este valid (prin teorema de corectitudine a sistemului LK'). Fiind valid, este 
demonstrabil în G (prin teorema de completitudine a lui С). 
2. Orice axiomă a sistemului G este un secvent de forma Г А, în саге Г şi A auo 


formulă comună. Însă D — А poate fi obținut în LK '-Taiet dintr-o axiomă а э с prin 
aplicări repetate ale regulilor At şi Per. 
Apoi, trebuie arătat că orice aplicaţie a unei reguli a sistemului G poate fi înlocuită 


printr-un sir de aplicaţii ale regulilor sistemului LK ' -Taiet. Din cele 8 reguli ale lui G alegem, 
ca exemplu, ^,. Pentru compatibilizarea notatiei redăm această regulă în formularea 


echivalentă: Г,а, В, Аэ А 


Г,а^ В, д >A 
Trebuie arătat așadar că din premisa acestei reguli a lui G, respectiv Г, а, Д,А > A, 
obținem, cu ajutorul regulilor sistemului LK '-Taiet, concluzia acestei reguli, respectiv 


Г,ал^дВ,А ЭА. 
Iată derivarea: 
Loa,85,A—A 
(aplicári repetate ale Per,) 
о, B,T, AA 
а^ В, В,,А э А 
B. ^B, T, AA 
Q^DB,a^B,T, A^ 
а^ В,Г,А ЭА 


(aplicări repetate ale Per, ) 


La^B,A—A^ 


?' Demonstrația dată de Gentzen pentru sistemul LK, în Unzersuchungen..., Comp. şi S.C. Kleene, Introduction 
to Metamathematics, North-Holland P. Co, Amsterdam, Ed. IV, 1964, G. Takeuti, Proof Theory, Studies in 
Logic, vol. 81, Amsterdam, Elsevier, North Holland, 1975. 
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Corolar (Hauptsatz). Un secvent T --> A este LK" -demonstrabil ddacă el este LK" - 
Taiet-demonstrabil. 


Exercitii 
Fie SEQ următorul sistem de tip Gentzen: 
Reguli structurale 


Га 

Ant ——————  ,undel' cT" 
I'-5« 

As Г-э@ ‚даса ae Г 


Prima regulă structurală, Ant, are următorul sens intuitiv: formulele care constituie 
antecedentul secventului-premisă pot fi reordonate, pot fi eliminate repetițiile sau pot fi 
adăugate noi formule (asumptie). A doua, As, redă faptul elementar că asupra unei formule 
а se poate conchide din moment ce a face parte din mulţimea asumptiilor. 


Cas Le 
DL3«f 
Г-» A 
Cas redă regula demonstraţiei prin cazuri. 
Contr Г,-а ә 8 
T, ng >p 
——— —— — — ——  ,regula contradictiei 
Г-эа 
(v.) Lay (v,) Г-эа Г-эа 
Dv (——— D — 
ea Г-эау p Гэ Вуха 
Г,ау 8-›у 
Se сеге: 


Demonstrafi corectitudinea sistemului SEQ. 
. Demonstrati în sistemul SEQ următorul secvent -> a v Aa. 
3. Derivafi in SEQ următoarele reguli: 


N = 


a L9 b) la c) «vf d)LI-5a«2g 
Г-э-д Г,а -> В T ->g r>a 
ra Top ro Df 

e) Г-эа 9 Г-эа р) Leaf 

гэд ЕЕЕ: 
D-3« EIU CNN D,3f - 7a 
Гэа^д 
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Exemple 


(За) 1. Гэ Д; premisa reg. За (3g) 1. Г,а — В; premisa reg. 3g 
2. Г э AJ ; premisareg За 2. L,^58,a 5 B ;1 Ant 
3. D,3a > B ; 1 Ant 3. Г,-Д,а >= ; 2 Аѕ 
4. T, m> nf ; 2 Ant 4. T, m,a — ^a ; 2,3,3а 
5. Ua ‚3,4 Contr 5. D;338,2a 5-22 ; As 


6. Г,`8 э ^a ; 4,5 Cas 
Consistenta ín SEQ 
1. Să se demonstreze următoarea echivalență in SEQ: a echival b, unde 
a: O mulțime Г de formule este inconsistentd ddaca există o formulă a astfel încât ambii 
secventi [— a, Г э а sunt demonstrabili în SEQ. 
b: Pentru orice formulă f , secventul Г — 2 este demonstrabil în SEQ. 
Dacă a, atunci b. Presupunem, aşadar, că Г este inconsistentă. Există deci o formula 
a astfel încât, in SEQ, în k paşi este demonstrabil secventul Г э @, iar în n paşi este 
demonstrabil secventul Г ^a , astfel: 


k l'5« 


n Гәэча 
п+1 T,= эа ;kAnt 
n+2 T,= >na ;n Ant 
п+3 DL Д; п+1, п+2 Contr 
Dacá b, atunci а (rezultatul este imediat). 


Remarcá 


Din echivalenta de mai sus obținem o altă echivalență, cea dintre a si b de mai jos: 
a. Г este consistenta. 


b. Există o formulă f astfel încât Г —> f nu este demonstrabil in SEQ. 


2. Să se demonstreze in SEQ unnătoarele relații: 
a. Г-э а ddacă TU fha} este inconsistentă. 


b. Dacă Г este consistentă, atunci l'u(a) este consistentă sau TU(a) este 
consistentă. 


Demonstraţie a. 1. Presupunem cà secventul Г -э 6 este demonstrabil. Atunci este 
demonstrabil şi [,—a — @, prin Ant. Însă este de asemenea demonstrabil [,—a——a. Şi 


deci Га} este inconsistentă. 

2. (Conversa). Din presupozitia inconsistentei mulțimii Du {4a} rezultă 
demonstrabilitatea secventului Г, а э a. Dar si Г, a — а este demonstrabila (prin As) si 
deci, prin Cas, Г > a. 

Demonstraţie b. (reductio ad absurdum). Presupunem că ambele mulțimi, Tula) si 
Tula) sunt inconsistente. Rezultă că secventii Г э а şi [-——a sunt demonstrabili 


(prin a; în cazul al doilea înlocuim pe œ cu 7@). Şi astfel rezultă că Г este inconsistentă, 
ceea ce contrazice antecedentul conditionalului b. 
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2.6. Rezoluţia în £, 


2.6.1. Ce este o rezoluție? 

În 22 am prezentat un procedeu prin care putem arăta dacă o formulă arbitrară a 
logicii propozitilor este validă sau nu. În acest capitol vom prezenta alt procedeu de 
demonstrare a validității unei formule (dacă formula considerată este validă!), bazat, în esenţă, 
pe acelaşi schematism: demonstrarea validității unei formule arătând că negația formulei este 
nesatisfiabild. Este deci tot un procedeu de respingere. El a fost descoperit de I. Robinson? şi 
este cunoscut sub numele de metoda rezoluţiei. 

Avantajul acestei metode rezidă în faptul că aplicarea ei se rezumă la aplicarea unei 
singure reguli: regula rezoluţiei. Însă aplicarea acestei reguli se poate face, diferit, în funcţie 
de expresiile formale cu care operăm. Mai exact, regula poate fi aplicată unei formule 
transformate complet în expresia ei clauzală (rezoluţia clauzală) sau unei expresii 
netransformate complet în această expresie (rezoluția neclauzală). Paralelismul cu metoda 
tablourilor analitice motivează această diferenţă: un tablou analitic se poate închide, adesea, 
fără a executa un tablou analitic complet. 

Alte diferente privesc simetriile cu alte procedee şi posibilitatea extrapolării 
teoremelor aferente. Să explicăm aceste lucruri. 

Definiţia І. Un literal este un simbol propozitional sau пераја lui. Dacă L este un 
simbol propozifional, atunci conjugatul lui, —L, este definit astfel: dacă L= p, atunci 
—L = —p, iar dacă L=—p, atunci +1 = p ЗЭ: 

Definiţia 2. Orice formulă de forma C = В, v ...v 


un literal se numeşte clauză. 

Clauza este deci o disjunctie finită de zero sau mai multi literali. O clauză cu n literali 
se numeşte clauză n-literald sau n-clauză. О clauză care nu contine nici un literal se numeşte 
clauză vidă. Întrucât clauza vidă n-are nici un literal care să fie satisfăcut într-o interpretare, 
clauza vidă este constant falsă; simbolic о. 

Definiţia 3. O clauză C este rezolventa pe L a două clauze C, și C, dacă există un 


unde fiecare В,, 0O<i n, este 


n! 


literal Lin C, iar conjugatul său, —L, їп C, astfel încât C se obține din C, si C, prin 
ştergerea tuturor ocurentelor lui L din C, si ^L din C, şi prin combinarea clauzelor care 
rămân într-o singură clauză. 

O proprietate importantă a unei rezolvente a două clauze este dată de următoarea 
teoremă. 


Teorema 1. Orice rezolventă C a două clauze C, şi C, este o consecință semantică a 
lui C, şi С,. 

Demonstraţie. Cum C este rezolventa celor două clauze C, şi C,, rezultă că C are 
forma Сг v C}, unde C; si C; sunt disjunctii de literali, iar C, =Lv Cf iar C, =—LvC;. 
Prin definiţie, o formulă // este consecință semantică a unei formule œ dacă / este 
adevărată în orice interpretare în care @ este adevărată. Ceea ce trebuie să arătăm este 
următorul fapt: C este adevărată în orice interpretare în care C, şi C, sunt adevărate. Fie i o 


interpretare arbitrară. Evident, fie L, fie —L este fals în interpretarea i. Presupunem că L este 
fals în i (cazul celălalt se tratează similar). Deducem că C, nu este l-clauzà, căci, în caz 


3J A. Robinson, A machine oriented logic based on the resolution principle, Journal of the ACM 12/1, 1965, 
23-41. 

5? In notatiile cele mai uzuale simbolurile propozitionale sunt redate cu majuscule. În simbolismul adoptat de noi 
în capitolele anterioare ele sunt minusculele latine p, q, r, ..., simbolism pe care-l vom раѕта de-a lungul 
întregului volum. 
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contrar C, ar fi falsă in i. Aşadar, C; este adevărată în i. În acest caz rezolventa C = C; vC; 
este adevărată în i. 

Regula rezoluţiei (Rez). Dacă o clauză C este rezolventa pe L a două clauze, C, şi С,, 
atunci C este derivabilă din C, şi C,. 

Definiţie 4. O formulă a a L, este în expresia ei clauzală dacă mulțimea 
{C,.. C, reprezintă toti conjunctii formulei a aflate în forma normală conjunctiva. 

Exemplu. Fie a: (p v A4) >(p>r). 

Atunci -(pv—q)v(opvr) ед (opng)v(opvr) eq (7p v-pv r)^ Cp v avr) eq 
Cpvr)^(-2pvqvr) ese a. Si deci a, în expresia ei clauzală, este mulțimea 
Cpvr.=pvavr). 

Teorema 2. Orice formulă а a L, poate fi transformată în expresia ei clauzală. 

Demonstraţie. Se aduce a în a, şi se constituie mulțimea corespunzătoare e 

Definiţie 5. O demonstraţie prin rezoluţie a unei formule а a L, (abreviat r-dem) este 


orice derivare a clauzei vide din expresia clauzală a negaţiei formulei a. a este o teoremă 
(echivalent: & este o formulă validă)! dacă a are o r-dem. 

Exemplu. Fie a:[(p > q)^ (a > r)] 2 p aar). Construim a, a formulei ^a. 
-а eq dl(p>aqila>r)>-Apa=r) ea -{-{(рэа)л(фэ”))у-—(рл-)} eq 
(7p v a)^(^a v r)^ p ^r. 

Mulțimea, conform definiției 4 de mai sus, este {~p v q,—q v r, р, ғ}. Cele patru 


formule reprezintă cei patru paşi în derivarea clauzei vide. Următorii şapte paşi reprezintă 
derivarea clauzei O: 


1. —p vag 

2. ГАДА 

3.p 

4. ar 

5. q; 1, 3, Rez 
6. ~q ; 2, 4, Rez 
7. o 5, 6, Rez 


Evident, această derivare nu este unică. Puteam, la fel de bine, să derivám o şi în alt 
mod: din 2 şi 5 derivam r, care împreună cu 4 generează о. 

Faptul că acest şir de formule reprezintă o r-dem a formulei a îl putem argumenta în 
felul următor. Cele şapte formule din derivarea de mai sus (şase plus clauza vidă) se constituie 
într-o mulțime de clauze corespunzătoare formulei ~g. Întrucât clauza vidă, n, este 
derivabilă din această mulțime, prin rezoluție, rezultă, în acord cu Teorema 1, că ea este o 
consecință semantică a acestei mulțimi de clauze. Însă, clauza vidă, п, poate fi consecință 
semantică doar a unei mulțimi nesatisfiabile de clauze. Aşadar, formula —2, din care am 
construit clauzele din liniile 1, 2, 3, 4 este nesatisfiabild şi deci a este validă. 


Remarcd. Mai sus am considerat cazul unei formule a transformate în forma ei 
clauzală. La fel de bine putem considera, distinct, orice mulțime de clauze şi, corespunzător, 
să demonstrăm satisfiabilitatea / nesatisfiabilitatea acestei mulțimi (ie. dacă clauza vidă este 
derivabilă prin Rez, atunci mulțimea respectivă este nesatisfiabilă). 


© Comp. 2.1.4.4. 
*! Demonstrarea echivalentei o vom face mai jos. 


143 


Exemplu. Fie următoarele clauze: C, = ру 4; С, =p; Сз = 4; C,-—pvr. 


І. p,q} 

2. [p] 

3. (74) 

4. C». r} 

5. {—p }; 1, 3, Rez 
6. n ; 2, 5, Rez 


Cum e usor de constatat, de data aceasta acoladele din 1-5 contin literalii clauzelor 
corespunzátoare. 


De fapt, o r-dem se bazează pe următoarea echivalență: 

[e v p)^(8 у—р)]= lav p) ^ (8 v—p) ^ (av A, 
unde clauza æv В, adică (o, В}, este rezolventa clauzelor precedente. Cum această 
echivalentá are loc, rezultá cá multimea de clauze {С,,...,С, la; P)(8.—p)) este logic 
echivalentă cu mulțimea {C,,...,C,,{a, p), (B.—p). (a, В obţinută din prima prin adăugarea 
rezolventei clauzelor (a, р}, (B,-^p]. Si deci, dacă una este nesatisfiabilă, atunci, echivalent, si 
cealaltá este nesatisfiabila. 

Asa cum rezultá din exemplul de mai sus, prin aplicarea Rez procedeul rezolutiei 
construieşte un sir (de mulțimi de clauze) ce se termină cu clauza vidă. Dacă derivarea п are 


loc, atunci mulțimea iniţială de clauze este nesatisfiabilă, deoarece Rez conservă 
nesatisfiabilitatea. 


Exerciţii 

Fie formulele: 

а :[(p2 4)^(a2 r))2 (p2 7) 

œ: (рэа) > v p)2 (v 4)] 

œ: (p24)2 (pv -ҹ)> p] 

а,: [рэ(дэт)]э[(рэа)э(рэ)] 

Demonstrati, cu ajutorul metodei rezoluţiei, validitatea acestor formule. 


În exemplul de mai sus am arătat cum decidem cu ajutorul metodei rezoluţiei dacă 
formula @, adusă în forma unei mulțimi de clauze, este o teoremă (ie. o formulă validă) a 
L,- Mentionam însă mai sus că aducerea unei formule @ la această formă nu este un demers 


necesar. La fe] de bine putem decide asupra formulei, construind un sir de formule din negația 
formulei date, prin aplicarea, simetric corespunzător, a regulilor R, si Rs, din procedeul 
tablourilor analitice™. 

Explicatie. Simetria, mai exact dualitatea, rezultă din faptul cá demonstraţia cu 
ajutorul tablourilor analitice este constructia unui arbore in care fiecare ramurá este conjunctia 
formulelor ramurii respective iar tabloul ca atare este disjunctia ramurilor. Un arbore este deci 
o disjuncfie de conjunctii. Rezoluţia, în schimb, este o reprezentare in forma conjunctiilor de 
disjunctii. De data aceasta disjunctii sunt formulele conținute în acolade iar conjunctia acestor 


formule este redatá simplu in forma unui gir vertical. Cele douá reguli prin care construim 
acest sir sunt 


i Comp. 2.2.1.4. 
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E a 
R = Ree 
a,|a, B, 
В, 
ceea ce înseamnă următorul lucru: 
Aplicarea regulii R} asupra unei formule (de tip conjunctiv, d) conduce la obţinerea 


a două formule, a,, а,, înregistrate, consecutiv, ca două linii distincte în şirul vertical de 
formule. 


Aplicarea regulii R5 asupra unei formule (de tip disjunctiv, B ) conduce la obținerea a 
două formule, В,, f, , inregistrate, alternativ, în aceeaşi linie, între acolade, dar separate prin 
virgulă. 

Exemplu. d a: | pDr) iris 18 >) а)^ (ро rvs). 

1 C2 т) gas) (рэ )уа)^ (рэ vs 

2. {(р э г)у (g^s)); LR, 

3. (p 2 r)va)^(»p2 v s): 1, R; 

4.{prr.qas}; 2, Rp 

5. (p>rq):4 R 

6 (p2rsk4 R 

7. (p> ) v al-(p >r)v s]: 3, 8; 

8 {ч(рэг),—{(рэ)у5]}; 7, R 

9. {-а,—[(р > r)v s) i7. R 

10. tp 2r)-(p27) 58, R 

11. Cp 2 r), =s} ;8, К 

12. (^«,-(p 2 r)} i9. К 

13. fq, as} ; 9, R; 

14. {4-5}; 5, 11, Rez 

15. (^5) ; 13, 14, Rez 

16. {p> г}; 6. 15, Rez 

17. o ; 10, 16, Rez 


> 


9 


Lectura acestei dezvoltări este cea uzuală: simbolurile care succed fiecărei linii, după 
închiderea acoladei, reprezintă linia din care linia respectivă a fost dedusă $i regula aplicată: 
В, Кр sau Rez; cu mentiunea cá Rez, їп rezolutia nonclauzala, nu are са rezolventá strict un 
literal. 


2.6.2. R-demonstratia şi demonstrația Gentzen 
Procedeul rezolutiei clauzale, mai sus prezentat, poate fi insá considerat si ca o 
variantá a unor sisteme tip Gentzen? . Relatia dintre r-demonstratii s demonstratiile Gentzen 
rezidă în următorul fapt: dată fiind o formulă Д, dacă a este forma normală conjunctiva a lui 
—B, atunci 


9 G.A. Robinson; 1, Wos, Paramodulation and theorem-proving în first-order logic with eguality, Machine 
Intelligence, vol. 4, 1969, 135-150; J. Gallier, Logic for Computer Science, 2003. 
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В este validă ddacé a este nesatisfiabilă ddacd secventul a — este valid. 
Să vedem mai întâi cum arată un astfel de sistem Gentzen. 


2.6.2.1. Sistemul Gentzen G* 
Acest sistem este sistemul G in care orice secvent are forma a —, unde @ este o 
formulă aflată in forma normală conjunctiva. a are deci forma C, ^... ^ C, , unde fiecare C, 


este o clauză. Si deci a poate fi redată în forma C,,..., C, — . Pentru secventii de aceasta 
formă din cele 8 reguli ale sistemului G rămân operante doar două: —, si v,. Cum orice 
componentá a unei clauze С, este un literal, rezultá cá prin aplicarea —, un literal de forma 
—p apare in antecedentul concluziei regulii, pentru un p care apare in succedentul secventului 
din premisă. Apoi, toti secvenfii vor avea doar simboluri propozitionale їп succedentii lor, 
deoarece prin aplicarea v, nu se adaugă nici un fel de formule în dreapta secventilor. Şi deci 
dacă secventii au forma de mai sus, doar cele două reguli sunt operante în sistem. 


Exemple. 
Fie 3:[(р> ҹ)л( > )|> (рор). Re a=—f, formula — adusă in forma 
С.С, 


ie 
-(p2a)^(a27)]2 (р>) =-(У4(-руа)л av) Ce v т) Ce v a) ^ Ca v ra paar 
Vom avea, corespunzător, {p,q}, {q,r}, (p), (^v). În această redare simbolică acoladele 
reprezintă clauzele respective, virgulele care separă literalii din clauze denotă disjuncfii, iar 
care separă clauzele conjunctii. În transformările pe care le efectuám în vederea obținerii 
clauzelor C,,...,C,, vom considera cá literalii sunt distincti şi clauzele sunt distincte, prin 
eliminarea repetitiilor (fapt posibil, dată fiind asociativitatea, comutativitatea şi idempotenta 
operatorilor ^ şi v). Jar acolo unde clauza are un singur literal vom renunţa la acolade. 


Ceea ce trebuie să demonstrăm acum, utilizând cele două reguli, —, şi v,, este 


validitatea secventului {4p v gh. Cav г}, {р}, {мг} ә: 


q, p r >q q,r,p>r 
C. r}, р әр q, =q, pr > q,r, p, zr > 
ap. br) р. ә q [^9 r) par > 


C». a. 2. r.p 


Concizia poate merge însă mai departe, renunțând si la regula — 


Ss 


, prin redefinirea 
axiomelor sistemului С“, în felul următor: 

Definiţie. Axiomă este orice secvent de forma r, p.—p—. 

E clar, în acest caz şi demonstrațiile se scurtează. Fie 

F:I >r) >s)>lipna)a ras). 
Fie a=—f. Secventul {4p,r},{-9, s}, p,a,(=r,—s)-> este valid. Demonstrati acest lucru 
utilizând strict regula v,. 


Chiar şi simplificarea de mai sus poate fi continuată. Să presupunem că un secvent de 
forma Г, а, v f,...,@, v В — este demonstrabil. Orice exercițiu care exemplificá acest caz ne 
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va arăta cá în demonstrarea acestui secvent, secventul de forma T, 8 — se repetă în cursul 
demonstraţiei. Pentru a elimina aceste repetiții se introduce următoarea regulă: 
D,C,..,C, ә n, 
Reg 
La v В,...„а, V B > 

unde I, si Г, sunt submultimi arbitrare, nu neaparat distincte, ale mulțimii secventului din 
concluzie (ie. (L,a, v f,....@, v B}), С,,....С„ sunt submulfimi arbitrare nevide ale mulțimii 
{a,,....@,} iar В este un literal. 

In acest fel sistemul Gentzen considerat С“ atinge concizia maximă: аге ca axiome 
orice secvent de forma Г, p,—p —, iar singura regulă de deducție este Reg. Considerăm mai 
jos un exemplu de demonstratie, mai intái cu utilizarea uzualá a regulii v, iar apoi, in 
varianta ei concisá, Reg. 

Fie £:[( Pla )^Cr2 s)]2[((r^q) > (s^q)]. Forma normală conjunctiva a fonnulei 
a(=—f) este: (^pv-Ag)^(^rvs)^r^q^(^s v-4) (obținerea ei: exercițiu). Avem, 
aşadar, de demonstrat validitatea secventului {4p,—g}, (^v. s}, r, q, (^s, 29}. 

Cu ajutorul regulii v, demonstraţia arată astfel: 


—1р,5,7,9,—5 > Pp, S,1,g9,q 9 
p, r,q, s, ag} 2 Us, q, 55,4) > 
ae oe РЕ Е 


Up.) (75). rq, s, Aq) > 
Iar acum, cu utilizarea Reg. 


A55 r,r > 
as fr, shr > -4,4 > 


Grp, —q), (^, 5], rq, (^s, A4] > 


În această demonstrație, Reg se aplică clauzelor (-p,—4) si (^5, ^q) (prima si ultima 
în înşiruirea secventului de mai sus). Literalul ~g , comun celor două clauze, este retranscris 
in antecedentul secventului din dreapta, iar din mulțimea rămasă (—p.—s) vom alege doar ^s 


pentru secventul din stânga. Incontestabil, această demonstrație este mai scurtă decât 
precedenta. 
Exercifiu: Construiţi demonstrații Gentzen pentru formulele a, -a, din 2.6.1. 


Corectitudinea si completitudinea sistemului G” 
Teorema corectitudinii sistemului G'. 


Orice secvent demonstrabil în G' este valid. 
a) Orice axiomă este un secvent valid (trivial). 
b) Orice aplicatie a Reg conserva adevárul premiselor. 
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Echivalent: daca Int este o interpretare in care concluzia regulii Reg este falsá, atuncj 
cel putin una din premisele regulii este falsá in interpretarea Int. Sá presupunem deci cá intr-o 
interpretare oarecare Int secventul Г, œ v f,...,a@, v В — este fals. In acest caz, in Int sunt 
adevărate toate formulele din Г şi toate formulele av f,....@,v 8. Considerăm acum 
următoarele două subcazuri: 

1. În interpretarea Int /j este adevărată. Si deci în interpretarea Int Г si f sunt 
adevărate şi astfel şi Г, şi / sunt adevărate (pentru cá Г, СГ) şi deci secventul Г,, д > 
este fals. 


2. În interpretarea Int fj este fals. Atunci, în interpretarea Int toate formulele Q,... Qt, 
trebuie să fie adevărate. Şi astfel formulele din Г, sunt adevărate (pentru cá I, cT) si 
formulele C,,...,C,, sunt adevărate (pentru cá ICs C, ) este o submulțime nevidă arbitrară a 
lui (a aat: h. Şi astfel, în interpretarea /nt secventul Г, C,,..., C,, — este fals. 


Dacă premisele regulii Reg sunt adevărate în orice interpretare (i.e. valide), atunci 
concluzia regulii este validă. 


Completitudinea sistemului G* 

În demonstrarea completitudinii sistemului G' vom recurge la sistemul G, arătând, 
prin inducție pe arbori deductivi în С, că orice secvent valid C,,...,C, — are o demonstrație 
în G'. Pentru aceasta va trebui să aducem demonstrațiile în G la o formă normală, dată în 
lema de mai jos. 

Lema formei normale. Fie C,,...,C, — un secvent în care fiecare C; este o clauză. 
Orice demonstraţie în G a unui secvent de această formă este echivalentă în G cu o 
demonstraţie în care toate aplicaţiile —, preced toate aplicaţiile v, (citind demonstraţia de 


la secventii finali spre origine). 


Exemplu: 
Subarbore de tipul 1 Subarbore de tipul 2 
T, T, T, T, 
Lap Lp Lap Dp 
DLavf—p Г,а,-р ә T, 2, ap > 
DL,av,-po T,æv В,-р > 


Demonstrajie (inducție pe arbori demonstrativi). Fie Т un arbore demonstrativ. 

1. Т are un singur punct. 7 este deci o axiomă si lerna are loc (trivial). 

2. Numărul punctelor lui T este mai mare decât 1. În acest caz deosebim: 

a) Regula aplicată originii lui T este v,. Rezultă cá Т are doi subarbori, Т, si 7, , cu 


originile О, si O,. Însă, prin ipoteza inducției, lema are loc pentru Т, şi T, si deci există 
arborii demonstrativi 4; si 77 , cu originile О, şi O, care satisfac enunţul lemei. Acum, dacă 


în arborele demonstrativ T înlocuim subarborii Т, şi T, cu 7; , respectiv 77 , obținem un 
arbore demonstrativ care satisface lema. 
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b) Regula aplicată originii lui T este —,. Fie Т, subarborele lui T care are ca origine 
secventul Г, à v f p. Acum deosebim următoarele situaţii: 
b, Т, este o axiomá. Si deci lema are loc (trivial). 
b, Regula aplicată originii lui 7, este—,. Si deci, prin ipoteza inducției, există 
un arbore 7, care satisface lema. Aici avem următoarele două subcazuri: 
b,, 1, conţine numai aplicaţii ale —,. Lema are loc deoarece există un 
simbol propozitional q astfel încât q şi ^q aparțin secventului [,a@v f,—p—. 
b,, Arborele 7^, obținut din T prin înlocuirea lui Т, cu 7; este de 
tipul 1, de mai sus, şi deci poate fi înlocuit cu unul de tipul 2. Şi astfel, prin 
ipoteza inducției aplicată celor doi subarbori ai lui 7” , rezultatul are loc. 
b, Regula aplicată originii lui 7, este v,. $i deci Т este de tipul 1 si 
conchidem ca mai sus. 


Teorema de completitudine a sistemului G” 
Orice secvent valid C,,...,C, — este demonstrabil în С". 


Demonstraţie. Presupunem că secventul C,,..., C, — este valid. Este deci demonstrabil 
în G (prin completitudinea lui G). Şi deci în demonstraţia acestui secvent orice aplicare a v, 


este o aplicare (i.e. exemplificare) a Reg. Prin Lema formei normale, în demonstrația 
secventului C,,...,C, — orice aplicație а ~, precede toate aplicaţiile v,. Completitudinea 


sistemului С” o facem prin inducție pe arborii demonstrativi in G. Ideea demonstraţiei este 
următoarea: orice demonstrație din G poate fi simulată în С". 
Fie T o demonstraţie in G pentru secventul C,,....C, э. Presupunem că secventul 


este netrivial (i.e. nu contine două clauze С,, C, astfel cá С, = p iar C; =—p). Există deci o 
clauză, fie ea C,, de forma av £ iar inferenta de la baza lui T este v,. Т are deci forma 
Т, т, 


а,С,,..„С, > В,С,,.„С, > 
av P, Cis C, > 


a) Т, si T, contin doar aplicații ale —,. În acest caz @ trebuie să fie un literal, iar 
vreuna din clauzele C,,..,C, trebuie să fie conjugatul său. Căci dacă n-ar fi asa, atunci 
secventul C,,..., C, — ar fi trivial şi deci şi secventul av f,C,,...,C, — ar (i trivial, contrar 
asumptiei de mai sus. Similar, f este un literal. Fie —@ conjugatul lui @, iar ~p conjugatul 
lu f. În acest caz demonstrarea secventului av B, C4,.., C, > arată astfel: 

а, mQ > P. B > 


av B,C,,.,,0, > 
unde Г, =—a iar Г, 2f. 
b) Т, sau Т, nu contin doar aplicaţii ale —,. Ín acest caz cel pufin unul dintre 


secventii œ, C, ,.., C, >; f, C.C, — este netrivial. Să presupunem cà £,C,,...,C, — este 
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trivial iar @,C,,....C, — este netrivial. Atunci Д este un literal iar una din clauzele C, ,..., C, 
este conjugatul sáu, 5. Cum @,C,,...,C, — este netrivial, rezultă, prin ipoteza inducției, cá 
are o demonstraţie 5, їп С“, care contine încă o aplicație a v, si care arată astfel: 

5, 


@, C, C, > B. > 


av P, Cir- C, > 
In cazurile în саге secventul 5,C,,..,C, — este netrivial sau ambii secventi sunt 
netriviali rationám analog. 


2.6.2.2. Conversia demonstratülor 
Un rezultat interesant cu privire la rezolutia in £, si sistemul Gentzen G' este 


urmátorul: orice r-dem poate fi convertită într-o С’ -dem şi reciproc. 
Demonstrarea nesatisfiabilitatii unei mulțimi de clauze {CC} se poate face si în 


alt mod decât cel prezentat mai sus, prin aplicații repetate ale Rez. Respectiv, se poate construi 
un arbore a cărui origine este clauza vidă. Cum asemenea arbori, în general, pot confine cópii 
ale unor subarbori identici, este de preferat ca procedeul rezolutiei să-i reprezinte in forma lor 
„condensată”, ca arbori colapsafi, respectiv ca grafuri orientate aciclic. 


Conversia reciprocă r-dem — G*-dem va б astfel prezentată în forma transformării 
unei demonstrații prin rezoluție utilizând grafurile orientate aciclic (abreviat: rezoluția g.a) 


într-o demonstrație în G” utilizând arborii demonstrativi, si reciproc. Să definim mai întâi 
conceptele. 


Clase de echivalență. Stringuri. Arbori. 
Fie N mulțimea numerelor naturale {0,1,2,...}. O mulțime M este infinit numărabilă 


адаса există o bijectie f:N M ; în caz contrar este nenumărabilă. Fie N, mulțimea 
întregilor pozitivi. Pentru orice ne N, , fie a mulțimea [,...,п), fie 0 multimea vida, M este о 
mulțime finită dacă există o bijectie f:n— М, unde neN. Cardinalitatea mulțimii M, 
denotată IMI, este numărul n e М. 

Fie R e relație de echivalență (i.e. reflexivá, simetrică şi tranzitivă) pe o mulțime M. 
Atunci pentru orice xe M , mulțimea be M \(x, y)e R} este clasa (de) echivalență a lui x 
modulo R (abrev. x mod R). Dacá, de exemplu, M Ele uk iar C,, C, si C, sunt astfel 
încât (С,,С,)є R, (C,,C,)e R, (С, C; )e R , atunci x mod R= {C,,C,,C,}. 

Fie M o mulțime finită sau infinită. Un string peste M este orice şir finit s:n—M , 
unde ne N şi se numeşte lungimea stringului. Dacă n = 0, atunci stringul este nul, denotat 
prin e. Fie M? mulţimea tuturor stringurilor peste M. Fie s:n— М un sting, astfel că п>0; 
atunci pentru orice ien, s(i) este un element al mulţimii M. Dat fiind un string s,, un string 


s, este un prefix al lui s, dacă există un string s, astfel cá s, —5,5,, unde prin s,s, 
înțelegem concatenarea (i.e. juxtapunerea) în modul indicat a celor două stringuri s, este un 
sufix al lui s, dacă există un string s, astfel încât s, = 5;5,. 
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Fie T“ un arbore. Prin domeniul lui Т, D, , vom înţelege o submulțime nevidá de 
stringuri din №, astfel încât: 
1. Pentru orice se D, , orice prefix al lui s se află în D,.. 
2. Pentru orice se D,, pentru orice ie №, dacă sie D,., atunci pentru orice j, 
1< ji, sj se află în D,. 
Exemplu. Fie D, = {e,l,2,1 12411112,113121122,1221,21). D, poate fi reprezentat 
astfel: e 


1221 


Corespunzător, dacă în locul elementelor (i.e. punctelor) din D, , din reprezentarea de 
mai sus, vom pune elementele unei mulțimi E = (a,b, c.d, f. g) de etichete, atunci functia 
T : D, > E , al cărei graf este 


((e a), (1,5) (2, c), (11,2), (12, c), (1131, a), (112, f), (113, g), (121, a), (122, с), (21, g este 


"dit 
EM BN | 


c 8 
2} ав а М 


Prin ramificarea unui punct s, ram(s), intelegem cardinalitatea multimii { ilsi EO, }. 
Dacă s este un punct final, atunci ram(s)=0. 

Două puncte sunt independente dacă nici unul nu este prefixul celuilalt. Fie 7 un 
arbore iar se D,. Subarborele cu originea s este arborele T/s al cărui domeniu este 
mulțimea { usu € Ф, ) astfel că Т/ s(u) = 7 (su) pentru orice иє Dy . 

Fie 7, $i T, doi subarbori iar se D, . Rezultatul înlocuirii în punctul s al lui 7, cu 7, 
este funcția al cărui graf este ( (u, T, (u)) Is nu este un prefix al lui u} v (su, 7; (u)). 

Exemplu. Fie T, arborele T de mai sus, iar 7, următorul arbore: 

a 


“М 


Ь с 
Atunci, inlocuirea їп punctul 2 al arborelui 4, cu arborele 7, este arborele: 


ё Aceste concepte sunt o translație corespunzătoare a celor din 2.2. 
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we = 
di > FA м, 


с 
аа ак Ме 


Grafuri orientate aciclic. Rezolutie р.а. 


Fie 4 urmátorul arbore: 
E a 8 Im h 


8 8 
аќ Ma a “а f 
Cum и$ог se poate constata, T contine o repetitie a subarborelui g in care subarborele 
a, de asemenea, se repeta. E “а 
a a 


Fie 0, = {e,2,1 1,12,111,112,121,122,2 1). 
Definim acum R pe D, ca următoarea mulțime de perechi: 
(112), (111,121),(112,122), (111,112)} 


Clasele de echivalență modulo R sunt puncte ale unui graf care reprezintă arborele Т ca 
arbore colapsat, graf care poate fi redat astfel: 


| 


Graful obtinut se numeste aciclic deoarece dacá douá puncte sunt echivalente, atunci 
ele sunt independente si astfel graful nu contine cicluri. 


Definiția 1. Un graf orientat aciclic (g.a.) este o pereche (7,R), unde T este un 
arbore etichetat cu simboluri dintr-o mulțime E, iar R este o relaţie de echivalență pe D, 
astfel încât: pentru orice pereche de puncte s,u e D,, dacă (s,u)e R, atunci fie s =u, fie s 
şi u sunt independente şi pentru orice i > 0 au loc 

1. sie D, ddacá uie D,. 
2. Dacă sie D, , atunci (si,ui)e R.. 
3. T(s)=T(u) 
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Arborele T se numeste arborele subiacent grafului aciclic. 

Date fiind două clase de echivalență, Cl, si Cl,, o muchie de la Cl, ia Cl, este orice 
pereche (s mod К, si mod К) a claselor de echivalenta ale punctelor modulo К, astfel cá se 
Cl, si sie СІ,. 

Definitia 2. Fie c={C,,....C,} o multime de clauze. O rezoluție g.a pentru C este 
orice mulțime nevidă (7, R)..... (7, R, )) de grafuri orientate aciclic distincte, etichetate cu 
clauze, astfel cá: 1. Punctele finale ale oricárui arbore subiacent T, sunt etichetate cu clauze 
din C. 

2. Orice punct non-final и al oricărui graf (T,,R,) are exact doi succesori, s, şi s,, 
iar dacă etichetele corespunzătoare sunt clauzele C; si, respectiv, C,, atunci s are eticheta 
rezolventei clauzelor C; siC,. 

Definiţia 3. O demonstraţie prin rezoluţie р.а (abreviat: r-dem g.a) este un graf 
orientat aciclic (TR) a cărui origine are eticheta o. Punctele unei r-dem g.a, altele decât 
punciele terminale, se numesc paşi ai rezoluţiei (abreviat: r-pasi). 

Exemplu. Fie С = (p. q} (p.a) p. a) Cp. ah}. 


{p.a} {р.а — Cea Uv.) 
ec Р А P d 


bs —p 


Conversia С” -demonstrațiilor in r-demonstratii g.a 
Teoremă. Orice G' -demonstrație se poate converti într-o r-demonstratie в.а 
Demonstraţie (inducție pe arbori demonstrativi în б") 
1. Fie C={C,,...,.C,}. Dacă arborele demonstrativ al secventului 
C,,...,C,, — are un singur punct, etichetat cu о axiomă, atunci mulțimea C contine cel putin 
un literal şi negația lui. Si astfel r-demonstratia g.a este C, C; 
D d 
a 
2. Dacă arborele demonstrativ al secventului C,...., C, — are mai mult 
decát un punct, atunci el are forma: 
T, 


1 


T, 


Dus). > D, 
Га, B)... (o... В} 
unde с ={Г, (o, B)... {0 В}. iar (nde f... o]. 


Prin ipoteza inducției, există о л -dem р.а obținută din arborele Т, cu originea [,%,....%, > 
şi o r,-dem ga obținută din 7, cu originea Г,, д —. Punctele finale ale dem r, sunt clauze 
din mulțimea (T;, x, ..... 7, ), iar cele din љ sunt clauze din mulțimea {Г,, A}. Fie ly... y) 


submulfimea clauzelor din {y, е "Ai care etichetează punctele finale ale dem л. 
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a) Раса Docs C, atunci л este totodată r-dem ga pentru C. Similar, dacă 
mulțimea clauzelor care etichetează punctele finale ale +, 7, este r,-dem g.a pentru С. 

b) Раса b... "n nu este inclusă in С, atunci fie b... y o submulțime a mulţimii 
Iss A). care etichetează punctele finale ale n -dem. Aşadar, fe C şi 2 etichetează vreun 
punct final din r, (căci în caz contrar clauzele care etichetează punctele finale din r, ar fi în 
С). Fie г, -dem р.а obţinută din r -dem ga prin înlocuirea fis), prin (n. B... b. 8} cu 
pástrearea în 7 -dem g.a a acelorași r-pași ca in r -dem р.а. Obtinem astfel fie o r-dem g.a, fie 
o rezoluție în care clauza f este eticheta punctului din origine. 

În cel din urmă caz, fiindcă Be C iar м" nu este o r-dem ga, originea 7? -dem este 


* 


etichetată cu д si nici un punct final din 5' nu are eticheta J. Construcţia unei r-dem g.a 
pentru o submulțime a mulțimii {Г, {a,, £)...., (a,, В} se face prin combinarea z' si љ astfel: 
se identifică originea etichetată cu Д in қ cu punctul final etichetat cu Д in љ şi se 


identifică toate punctele finale и, v (unde ue n; iar ve n) ddacà u şi v sunt etichetate cu 
aceeaşi clauză. 
Exemplu. Fie с = {ру ~q), (q v ғ), (a v r), p). Fie T următoarea demonstrație în С“: 


4,74 > pp 
r, aor -> труд, р, 9 —> 
(op. a) (a. ra. r). p ^ 


Secventii din punctele finale pot fi redafi, corespunzător, in următoarele rezoluții g.a: 


ES d Tis pe li : тш И 
а а а 
(1) (2) (3) 
Fie (4) rezoluţia р.а obținută din (1) prin adăugarea variabilei g la r si —r în rezoluția 


ga (1). 
{фт} (ar) 


CM d 


q 
(4) 
Acum, prin combinarea rezolutiilor g.a.(4) și (2) obținem (5), iar prin adăugarea in (5) 
la —q a variabilei —p obţinem (6). 


r 


{ar} {q, ar} ~ far} {gar} [75.4] 
b ud EU d 
q 4 
EN | Бе E 
(5) (6) 


Ín fine, (7) se obţine prin combinarea rezolutiilor (6) si (3): 
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{a.r} le.) 


(pa) 
> ы ФРА 


Lema 1. Numărul r-paşilor în r-dem ра este mai тіс sau egal cu numărul axiomelor 
din T. 

Demonstraţie. Din 1 (din demonstraţia teoremei de mai sus) r-dem р.а are un singur 
punct, etichetat cu o axiomă, 


Din 2a, prin ipoteza inducției, numărul r-paşilor în л -dem g.a (respectiv љ -dem g.a) 
este mai mic sau egal decât numărul punctelor finale ale lui 7, (respectiv d, ) şi este deci mai 
mic decât numărul punctelor finale ale lui 7. 

Din 2b, prin ipoteza inducției, numărul r-paşilor în 7 -dem р.а (şi deci in к, -dem g.a), 
n, , este mai mic sau egal cu numărul axiomelor din 7, şi numărul r-paşilor în r,-dem р.а п, 
este mai mic sau egal cu numărul axiomelor din T,. În construcția r-dem g.a numărul r- 
pasilor este n, +7, şi care este mai mic sau egal cu numărul axiomelor din Т. 


Lema 2. Dacă arborele demonstrativ T în G' are m puncte, atunci numărul n al 
punctelor în r-dem р.а (din teorema de mai sus) este т+1<п<т+2, unde r este numărul r- 
pașilor din r-dem g.a 

Demonstraţie. Fie k numărul punctelor finale din T. Atunci т —2k -1, deoarece 
fiecare punct are doi succesori imediati. Numărul r al paşilor in r-dem р.а este mai mic sau 
egal cu numărul k al punctelor finale din Т. Însă г+1< n 2r +1, deoarece orice punct are 
cel mult doi succesori. Si deci n < 2r+1<$2k+1=m+2. 


Conversia r-demonstratiilor р.а in С` -demonstrații 


Teoremă. Orice r-demonstratie g.a se poate converti într-o G' -demonstratie. 
Demonstraţie (prin inducție pe numărul pasilor din r-dem р.а). 
1. Dacár-dem g.a are un singur pas, atunci ea are forma 


° PERLES 
a 
Si deci mulțimea C = {C,,...€,,} confine cel pufin un literal si negafia lui. Si astfel arborele 
demonstrativ în С° este axioma C,,...,C, >. 


2. Dacă r-dem р.а are mai mult decât un pas, atunci ea este un graf orientat aciclic 
(TR) cu originea o. Si deci succesorii n, si n, ai originii o sunt etichete cu clauzele {р}, 


р}, unde p este un simbol propozitional oarecare. Sunt posibile următoarele două cazuri: 

a) Unul dintre punctele m,n, este un punct final, fie acesta m, (cazul celălalt se 
tratează similar). Presupunem că C, = {р}. Fie (4,—p)... {a , =p} punctele finale ale tuturor 
drumurilor de la punctul n,, astfel încât orice punct, în fiecare din aceste drumuri, confine 
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—p. Fie r,-dem ga obținută stergand originea o şi n, plus toate muchiile care pleacă din 
aceste puncte, si stergánd —p din orice drum din л, în care —p apare in fiecare punct. 
Originea 7,-dem g.a este о. 

Prin ipoteza inducției, există un arbore demonstrativ T, in С” pentru secventul 
Ta... > unde P={C,,...,€,}-{{@,, 7p}... {a,, pH}. 

Daca {a.a} este o submulțime a fui Г, atunci arborele obținut din Т, înlocuind 
T prin 16:46] este, de asemenea, un arbore demonstrativ. Prin ipoteza inducției, numărul 
punctelor finale k din Т, este mai mic sau egal cu numărul paşilor in r,-dem g.a, care este 
mai mic decât numărul pasilor în r-dem р.а. 

Daca (a „::,%,) nu este o submulțime a lui Г, atunci un arbore demonstrativ T 
pentru secventul C,,..., C,, — arată astfel: 

T, 


I;2,,.,0, 2 pP 


p. T, (a.p)... (a,, 0] 5 
Numărul axiomelor in T este &-1+1 = К, care este mai mic sau egal cu numărul r- 
pasilor in r-dem g.a. Dacă I,04,,.,04,— este o axiomă, atunci există o formula în 


Г, a, ,...,2, , conjugatul unei formule a. Ín acest caz T, este axioma Q, =Q, >. 

b) Nici unul din punctele n,,n, nu este un punct final. Fie (a, p)... (o, р} multimea 
punctelor finale ale tuturor drumurilor de la punctul n, astfel că orice punct, în fiecare din 
aceste drumuri, confine p. Fie r,-dem g.a care constă din succesorii punctului n, (inclusiv) si 
care se obține prin ştergerea lui p din orice punct, din orice drum din n, în care fiecare punct 
confine p. Originea л -dem g.a este о. Prin ipoteza inducției există un arbore demonstrativ T, 
în G” pentru secventul [;,,0,,..., €, —, unde Г, este o submulțime a lui {C,,....C,,}. Prin 
ipoteza inducției numărul axiomelor din T, este mai mic sau egal cu numărul m, al r-pasilor 
їп 5-dem ga. Similar, fie r,-dem g.a obținută prin ştergerea tuturor succesorilor lui n, care 
nu sunt succesorii lui n, şi prin ştergerea tuturor muchiilor care pleacă din aceste puncte, 
inclusiv muchiile din n, (n, devenind astfel punct final). Prin ipoteza inducției există un 
arbore demonstrativ T, în G* cu originea I5, p>, unde T, este о submulțime a mulțimii 
IC ose 

Dacă {q,,....@,} este o submulțime a lui I, atunci T, este de asemenea o 
demonstratie pentru (c pans }. Similar, daca p aparţine lui Г,, atunci Т, este o demonstraţie 
pentru {бз C. }. În caz contrar, vom avea urmatorul arbore demonstrativ їп С“. 

1, 1, 


Г,,0,...,0, > Г,,р > 


T. fa, p)... (o, p] ^ 
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În cazul în care Г, @,....@, — sau Г,, p — este о axiomă, procedăm ca la a). 


Exemplu. 
Fie r urmátoarea rezolutie. 


[p.a] {p,q} {p,q} {-р,—щ} 
бы N P d 


Ее r, multimea succesorilor lui p: 


{р.а} (p.—a) 
N í "d 


Fie r, rezolutia obtinuta prin stergerea lui p: 


q S P. q 
a 
Fie 7, -dem g.a obținută din r prin ştergerea succesorilor lui p, care nu sunt succesori ai 
lui —p . Fiindcă (p, д} este un succesor al lui —p , este păstrat. Însă {p,q} este sters. 
p {р,а} {p,a} (^p.^4) 


Fie r, rezoluția obținută ştergând —p din toate drumurile dela —p care-l contin: 
{p,a} {p,q} ^q 


S 
7 


Fie 7, mulțimea succesorilor lui 4: 


{p.a} {p,q} 


Fie г; rezoluţia obținută din љ ştergându-l pe q: 


157 


cw | E 


Iatá acum arborii demonstrativi corespunzátori: 
T g7q > (coresp. lui 5) 


q,—q > p.^P 
C$ (coresp. lui r) 


(pa. P.a}, -4> 


q,7q > ppo 
MT, . (coresp.lui 5) 
{p,q}. p.a}, ~q > р,-рә 
p. (p.a). {р.а}. 5,720) ^ 

q, aq P,7p- 
1,: 

{р.а}, Coa). ~a > pp 
4-9 > р, [p.a]. {p,q}, 75.74) 


(coresp. lui r) 


fpa). (^q. pa). tp] 


2.6.3. Corectitudinea şi completitudinea metodei rezoluţiei 

Teorema corectitudinii. Dacă o mulțime C de clauze are o r-dem ga, atunci C este 
nesatisfiabilă. 

Demonstraţie. Fie (T,,R,) o r-dem ga pentru C. Mulțimea C' de clauze care 
etichetează punctele finale ale lui 7, este o submulțime a lui С. 

Proprietate: Într-o r-dem g.a (T, R) mulțimea clauzelor C' care etichetează punctele 
finale ale lui T este echivalentă cu mulțimea clauzelor care etichetează toate punctele din Т. 

Demonstraţie (inducţie pe numărul punctelor din (T, R)). 

Rezultatul este imediat dacă T are un singur punct. Dacă Т are mai mult decât un 
punct, fie T,, T, subarborele stâng, respectiv drept al lui 7 . Prin ipoteza inducției, mulțimea 


C, de clauze, care etichetează punctele lui 7,, este echivalentă cu mulțimea $ de clauze care 
etichetează punctele finale ale lui 7,. Iar mulțimea Ф, de clauze care etichetează punctele lui 
T, este echivalentă cu mulțimea Ф de clauze care etichetează punctele finale ale lui 7,. Fie 
C, si C, clauzele care etichetează originea lui T,, respectiv 7,. Prin definiția rezoluţiei р.а, 
originea lui T este o rezolventă R a lui C, şi C,. Însă mulțimea C, UC, este echivalentă cu 
mulțimea C,UC, U(R) (cf. 2.6.1). În acest fel însă C,UC, U(R) este echivalentă cu 
C'= SUD, deoarece C, UC, este echivalentă cu SUD. 


158 


Demonstratia teoremei corectitudinii o vom face aplicánd proprietatea de mai sus la 
T,. Mulțimea C' este echivalentă cu mulțimea clauzelor care etichetează toate punctele din 


T,. Fiindcă rezolventa care etichetează originea lui Т, este o, mulțimea C' de clauze care 
etichetează punctele finale ale lui Т, este nesatisfiabilă. Fiindcă C'c C, rezultă са C este 


nesatisfiabilă. 


Teorema completitudinii. Fie C o mulțime finită de clauze. Dacă C este 
nesatisfiabild, atunci există o r-dem g.a pentru С. 

Demonstratie. Prin teorema de completitudine a sistemului С” existá un arbore 
demonstrativ T pentru C — (secvent valid!). Însă, cum orice С” -dem se poate converti într- 
o r-dem р.а, rezultă cà există o r-dem ра pentru С. 
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Capitolul 3 


Logica clasică a predicatelor (£,) 


3.1. Sintaxa şi semantica £, 


3.1.1. Sintaxa £, 


Logica clasică a predicatelor! este logica de ordinul întâi așa cum este ea explicitată 
într-un limbaj de ordinul întâi. Iar limbajul pe care îl elaborám în acest sens depinde de ce 
anume vrem să facem cu acest limbaj. Mai general, depinde de ce anume înțelegem a fi 
menirea (destinaţia) unei logici de ordinul întâi. Să consemnăm câteva opinii. 

„În cartea de faţă trebuie tratată logica clasică a predicatelor. Această parte 
fundamentală a logicii, raportată la totalitatea teoriilor logice, poate fi comparată cu 
poziția calculului infinitezimal în raport cu întreaga analiză. Logica predicatelor 
este suficientă (într-un alt mod decât silogistica aristotelică) pentru construcția 
teoriilor matematice. Tocmai am constatat că logica cercetează conexiunea care 
există între axiomele şi teoremele teoriilor matematice. Logica tratează aşadar 
despre enunturile teoriilor matematice (aşa cum geometria tratează despre puncte, 
drepte şi plane, iar analiza despre numere şi funcţii). Întrucât logica vorbește 
despre enunturile matematicii, ea se mai numeşte şi metamatematică” ? . 

Fireşte, logica nu tratează exclusiv tema demonstrațiilor in teoriile matematice, 
căci demonstrații si argumentări există şi în alte domenii științifice, chiar si în viata de toate 
zilele. Însă ele nu ating rigurozitatea demonstrațiilor matematice. Iar sub aspectul conținutului 
lor logic sunt mult mai greu de sesizat. 

„În Starea actuală a dezvoltării ştiinţelor matematica rămâne în continuare 
câmpul aplicării logicii, par excellence” ?. 

Cum matematica reprezintă „par excellence” domeniul aplicării logicii, în acest caz, 
limbajul aferent logicii va conţine în mod necesar şi simbolul „=. 

Dacă vrem să vorbim despre inele, atunci mulțimea simbolurilor pentru constante va 
trebui să conțină un simbol pentru „zero”. Limbajul astfel elaborat poartă aşadar amprenta 
intenției. 

„Dorim să construim limbaje formale în care să putem formula, spre exemplu, 
axiomele, teoremele şi demonstrațiile despre grupuri şi despre relaţiile de 
echivalență. [...] În acest context, conectivele, cuantificatorii şi relația de egalitate 
joacă un rol important. [...] La acestea vom adăuga variabile (pentru elementele 
grupurilor, elementele echivalentei, structurilor, etc.) Pf 


! Cunoscută şi sub numele de „Logica de ordinul întâi” sau „Teoria cuantificării”, este logica în care singurele 
entități peste care se cuantifică sunt variabilele individuale. 

? H, Hermes, Einführung in die matematische Logik, B.G. Teubner Verlagsgesell, Stuttgart 1963, 11. 

? H, Hermes, Einführung ..., 11. 

^ H.D. Ebbinghauss, J. Flum, W. Thomas, Mathematical Logic, Sec. ed., Springer 1994, 13-14. 
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Si exemplele ar putea continua ?. 


“Prezentăm în cele ce urmează un limbaj in mare parte simplificat, pretabil însă la 
metamorfoze intentionale foarte variate. 


Alfabetul £, (lista de simboluri). 
І. Simboluri pentru operatorii £,: ^v, 5,2, / 4. 


2. Simboluri pentru cuantificatori: V („pentru orice” — cuantificatorul universal). 
3 („există” — cuantificatorul existential). 
Simboluri pentru variabilele individuale: x, y, z,... (cu sau fara indici). 
Simboluri auxiliare: ), (, ], [, ), (. 
Simboluri pentru predicate (predicative): P, О, R,... (cu sau fara indici). 
Simboluri pentru funcții (funcţionale): f, g, h,... (cu sau fără indici). 
Simboluri pentru constante: a, b, c,... (cu sau fara indici). 
Dacă elementele 1-4 sunt comune oricărui limbaj de ordinul întâi, 5-7 deosebesc un 
limbaj de altul. Mulțimea de simboluri pentru predicate, R, poate fi finită sau infinit 
numărabilă. Multimile de simboluri pentru funcţii, F, şi pentru constante, C, pot fi vide, finite 
sau infinit numărabile. Fie £, = {RUF UC}*. 


Definiţia 1. Un limbaj de ordinul întâi, £,, este complet determinat prin specificarea 
mulțimilor К, F, C. 

Definiţia 2. Fie T mulțimea termenilor limbajului £, de ordinul întâi 7. Atunci: 

a) Orice variabilă individuală ? aparține lui Т. 

b) Orice constantă aparține lui Т. 

c) Dacáf este un simbol funcţional n-ar, iar 1,,...,t, € Т, atunci f(t,.....t,)e T. 
Definitia 3. Раса un termen nu confine nici o variabilà, atunci este un termen inchis. 
Definiţia 4. O formulă F a limbajului L, se numeşte elementară dacă este o expresie 


AD UU ESO 


de forma R(t ut) unde R este ип simbol predicativ n-adic iar t,,...,1, sunt termeni din Т. 
Remarcă. Diferenţa monadic (P(x, )), diadic (Р(х, х,)), .., A-adic ( P(x,,..., X, )) 
(n > 1) rezidă strict în numărul argumentelor predicatului *. Drept argumente pot funcționa nu 
numai variabile, ci şi constante sau expresii funcționale (adică orice termen). 
Definiţia 5. Fie F mulțimea formulelor limbajului £, . Atunci: 
a) Orice formulă elementară a L, este formulă a Lp. 
b) Dacă a este o formulă a £,, atunci ~g este formulă а Lp. 
c) Pentru orice operator logic binar о al £ , A dacă a şi В sunt formule ale £,, atunci 


ao В este formulda L,. 


5 Ideea explicitării £p fn variate moduri (i.e. limbaje) nu trebuie confundată cu distincția limbaj obiect – 
metalimbaj. Limbajul în care Lp este elaborată este limba jul obiect al acestei logici, iar limbajul în care vorbim 
despre limbajul obiect este metalimbajul. 

Cu, Lp” vom desemna in continuare, similar L, , atât logica predicatelor de ordinul întâi cát şi limbajul 
aferent, semnificația expresiei rezultând de fiecare dată din contextul utilizării ei. 

7 În cele ce urmează prin ,, Lp” vom înţelege strict un limbaj de ordinul întâi. 


* Întrucât operám cu o singură categorie de variabile, cele individuale, în cele ce urmează prin „variabilă” vom 
înțelege o variabilă individuală. 


* Uneori numărul argumentelor va fi indicat doar printr-un indice superior, R”. 
? Oricare din operatorii menţionaţi în lista de simboluri. 
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d) Dacă a este o formulă a L, iar x este o variabilă, atunci Vxa si Эха sunt formule 
ale Ly. 


Exemple de formule: Р(х), ^Q(a, у), Q(x) ^ R(x, у), Vx3yR( f(x, y), z) etc. 
Să luăm acum următoarea formulă a £, : P(x, y) > 3xVyQ(x, y, 2). 

Unele variabile, x si y in consecventul implicatiei, sunt „acoperite” de cuantificatorii 
respectivi, 4 si V. Fiecare dintre ele are două ocurenfe (apariţii), una ca argument al 
predicatului Q, iar cealaltá ca simbol care succede imediat cuantificatorului respectiv. x, de 
exemplu, primul argument al lui Q, mai apare dupa 3. Їй acest caz vorbim despre ocurentele 
legate ale variabilei x prin cuantificatorul 3 (in consecventul implicatiei). La fel putem vorbi 
despre variabila y din consecvent, variabilă legată prin cuantificatorul V, în cele două 
ocurente ale sale. 

Ín schimb, x si y din antecedentul formulei si z din consecvent sunt ocurente libere 
ale variabilelor respective. După cum ne arată acest exemplu, o variabilă poate să aibe atât 
ocurente libere cât și legate în aceeaşi formulă. 

Definiţia 6. О осигепјӣ a unei variabile x este legată într-o formulă dacă ea este 
variabila unui cuantificator, Vx sau 3x , sau este în domeniul unui cuantificator, Vx sau 3x, 
în formula considerată. În caz contrar, ocurenta se numeşte liberă. 

Definiția 7. O variabilă se numeşte legată/liberă într-o formulă dacă are cel puţin o 
осигепјӣ legată/liberă în formula dată. 

Definiția 8. O formulă a se numeşte închisă (propoziție) dacă nu confine nici o 
variabilă liberă. 


Substitutia în Cp 

Definiţia 9. Substituția este o funcție O de la mulțimea variabilelor la mulțimea 
termenilor. 

Simbolic: 0: — T , unde V este mulțimea variabilelor. 

Desi substitufiile sunt functii pe variabile, ele pot fi extinse la orice termen. 

Definiţia 10. Fie G o substituție. Atunci: 

L o(c)=c 

2. O(F (t,t) = Flos)... a(t, )), 
unde olt) sunt, la rândul lor, termeni. Putem spune deci că aplicarea funcției © asupra 
unui termen generează un alt termen. 

Similar, funcția o poate fi aplicată şi formulelor £,. În acest caz aplicarea este mai 


complicată, deoarece o formulă poate conține atât variabile libere cât şi variabile legate, iar 
substitutia nu trebuie să afecteze ocurenfele variabilelor legate. 
Definiţia 11. Fie с o substituție. Prin O, vom înţelege o substituție ca substitutia с, 


exceptând faptul că nu schimbă variabila x. Adică, pentru orice variabilă y : 
с(у), dacà y+ x 
e,)- AE 
x,dacá y 2x 
Definiţia 12. Fie с o substituție. Atunci: 
1. o(R(t,.....1,)) - R(6(r,)....6(,)). 
2. o(^a) » Xo(a)) 
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5. o(3xa) = (с, (0)) 

Exemplu: Fie următoarea formulă a £, : VxP(x, y). Fie o(x)=a şi o(y) - b. Atunci 
e(VxP(x, y)) = Vx(o Р(х, y) = VxP(x,b). 

Definiţia 13. Fie @ o formulă a limbajului £, iar t un termen. Atunci t este liber 
pentru variabila x, din formula a dacă nici o ocurentá liberă a lui x, din @ nu se află în 
domeniul vreunui cuantificator Vx, sau Эх,, unde x, este o variabilă din t. 

Exemplu. Fie termenul f(x,,x,) si formulele a: Vx,P(x, x, x,)2 ax,Qx, şi 
B: Nx,Q(x,. х). În formula a termenul f(x,,x,) este liber pentru ху, de exemplu, nu însă si 
în formula £, pentru x. Pentru că, în acest din urmă caz, variabila x, din f(x,,x,) cade sub 


,acoperirea" cuantificatorului universal Vx, şi devine astfel variabilă legată. 

Remarcă 1. Dacă un termen nu contine nici o variabilă, atunci el este liber pentru orice 
variabilă în orice formulă. 

Remarcă 2. Într-o formulă @ un termen este liber pentru orice variabilă dacă nici una 
din variabilele lui t nu este legată în a (construiți un exemplu). 


3.1.2. Semantica 2, 

În paragraful precedent, Sintaxa £,, am utilizat câteva concepte ca „termen”, 
„formulă”, „variabilă liberă” etc., concepte care implică doar proprietățile gramaticale ale 
şirurilor de simboluri. Acestea erau concepte sintactice. Conceptele la care ne vom opri în 
cele ce urmează depind de semnificația sirurilor de simboluri. Acestea sunt concepte 
semantice, concepte operante doar prin interpretare. 

Dacă în logica propozițiilor a interpreta o formulă înseamnă a asigna valori de adevăr 
variabilelor ei propozitionale, în £, interpretarea vizează mai multe categorii sintactice. Mai 
precis, a elabora o semantică pentru £, înseamnă a atribui semnificație simbolurilor 
predicative, simbolurilor funcționale si celor pentru constante. La interpretarea acestor 
simboluri se adaugă existența unui domeniu nevid de elemente, Q, implicat de prezența 
cuantificatorilor. Aceste două determinatii, domeniul si interpretarea, laolaltă, alcătuiesc un 
model pentru limbajul £, . 

Definiția 1. Un model pentru limbajul £, este un dublet M =(Q,1), unde: 


1. О este o mulțime nevidă, numită domeniul lui M. 
2. 1 este o funcție, numită interpretare, prin care 


a) oricărui simbol predicativ n-adic К" i se asociază o relaţie n-adicá AR" Je О". În 
loc de AR”) vom scrie, simplu, R'. 

b) oricărui simbol functional n-ar f" i se asociază o funcţie d f ") pe О, astfel: 
fR. 

c) oricărei constante a, i se asociază un element a' din О. 


În fine, fiindcă formulele £, pot confine variabile libere, va trebui să interpretăm si 
aceste simboluri. Interpretarea unei variabile libere este dată prin funcția asignare. 

Definiţia 2. Asignarea într-un model M este o funcție и de la mulțimea variabilelor la 
domeniul О. Simbolic: И: >Q. 

Dacă dispunem de o interpretare si o asignare, asa сит au fost mai sus definite, 
atunci valoarea oricărui termen poate fi calculată. Adică, dat fiind un model M =(Q, 3) sio 


asignare p, fiecărui termen t i se asociază o valoare t^" , astfel: 
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1. pentru orice simbol constantă: c! = c' 

2. pentru orice variabilă x: x^ = x" 

3. pentru orice simbol functional f :(f(t,,....t,)) ^ = filete ete) 

Remarcă. Dacă un ternen este închis, atunci valoarea lui nu depinde de asignări. 

Definiția 3. Fie x o variabilă iar и şi v două asignări in M. u şi v se numesc x-variante 
(x-alternative) dacă и şi у asigneazá aceleaşi valori oricărei variabile cu excepția posibilă a 
lui x. 


Definiţia 4. Fie M = (0,1) un model pentru limbajul L, iar u о asignare in acest 


model. Fiecárei formule a îi asociem o valoare de adevăr lat” ‚ 1 sau 0, astfel: 

1. [R(t,,....t, 17 =1 ddacă ee ae e R', unde R(t,,...,t,) este o formulă elementară. 
Exemplu. Fie Q =f1,2,3}. Prin Q? vom intelege multimea tuturor cuplurilor de elemente, care 
pot fi construite cu elementele din О. Adica 

Q? = {(1,1),(1,2),(1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (э,з)}. 

Dacă prin R' vom înţelege relația „<“ (mai mic decât), atunci identificám pe R' cu o 
submultime din О? a acelor perechi ordonate pentru care relatia specificatd are loc, 
respectiv R' = {(1,2),(1,3),(2.3)}. 

Fie acum, drept exemplu, formula elementară R(x,,x,). Atunci 
[R(x,,x,)“ =1 ddaca (x oe R'. Însă x” = ди iar x" = Xf. 


Deci [R(x, x, )]^ =1 ddacá (х^, x#) e R'. Fie x! =2 si x! =3. În acest caz (2,3)e R'. 


2. haj” =—a]” 
3. [ac py = (а}^ LBF”) 
4. [уха[“ = Iddaca la)“ =I, pentru orice asignare v in M, care este x-variantá a lui и. 


5. Braf” =1 ddacá [a]" =1, pentru cel puţin o asignare v in M, care este x-varianta a lui и. 


Remarcá 1. Chiar dacá 4 si 5 nu sunt, la prima vedere, foarte intuitive, ele conservá 
riguros conceptul intuitiv al adevárului unei formule cuantificate universal / existential. 
Sá dám un exemplu: 
4. [vxP(x)] ^ 21 ddaca [P(x)]" =1 pentru orice asignare v ( x-variantà a lui и). 
4°. O formulă cuantificată universal, VxP(x), este adevărată dacă si numai dacă predicatul 


desemnat de simbolul P revine tuturor obiectelor mulțimii Q; falsă dacă există cel puţin un 
obiect căruia acest predicat nu-i revine. 


Vom arăta, simplu, cá cele două definiţii, cea perfect intuitivă (4°) şi cea formală (4) sunt 
echivalente. 


1. Presupunem că formula VxP(x) este adevărată (în acord cu 4"). În acest caz, P' (i.e. 
P interpretat, adică predicatul desemnat de simbolul P) revine tuturor obiectelor din 
Q (altfel spus, toate obiectele din Q cad sub conceptul P). Si deci [P(x)]" =1, 
indiferent de asignarea И, aşadar [Р(х)}” —] pentru orice asignare v ( x-variantá a 1ш 


р) (adică valoarea asignatá lui x este indiferentă). 
2. Reciproc. Să presupunem acum cá pentru orice asignare v ( x-variantá a lui и) are loc 


[Р(х)}” =1. Aceasta înseamnă cá P' revine tuturor obiectelor din О. (Căci daca ar 
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exista un obiect a! căruia nu-i revine P', atunci ar exista о asignare V ( x-variantă a 

lui и) astfel că x” =a si deci [P(x)|" =0. Aşadar, VxP(x) este adevărată. 
Pentru Axa argumentám similar. 

Remarcă 2. Dacă formula @ nu contine variabile libere, atunci valoarea ei de adevăr 
nu depinde de nici o asignare, similar valorii unui termen care nu conține variabile libere. În 
ambele cazuri, conform definiţiilor, vorbim despre expresii închise. Să exemplificăm acum 
conţinutul acestei remarci. 

l Pentru termeni. 

Fie termenul deschis t=f(a,,y). Ín acest caz Lla, y)” =f" (a, y" )- уа, у”). 

Calcularea valorii acestui termen depinde simultan de funcțiile £ şi д. 
Dacă Q=Z* (mulțimea întregilor pozitivi), /' =x (înmulţire), a; =7 iar y^ =5, atunci 
f'(a, y)=x7,5)= (7x5) =35. 
Fie acum termenul închis t 7 g(c,,c,), unde c,,c, sunt constante. Ín acest caz 
[g(c, c, )]^ nu depinde de funcţia и (exercițiu). 
2. Pentru formule 
a) Fie R(x, у) o formulă a limbajului £,. Fie M =(Q,2) un model pentru £ , fie и o asignare 
în M. 

Specificăm modelul M, specificând domeniul sáu © şi funcția z, respectiv 

M -(z',3) . Aşadar, R' înseamnă relația „<“ (mai mic sau egal decât), definită pe mulțimea 


întregilor pozitivi. În această interpretare formula R(x, y) devine, simplu, x < у. Evident, este 
o formulă deschisă a lui £p, valoarea ei de adevăr fiind astfel relativă la asignárile făcute 
variabilelor libere x şi y: 

l. dacă x" =7 si y" =12, atunci obținem propoziția adevărată 7 <12. 

2. dacă x^ =4 si y" =2, atunci obținem propoziţia falsă 4€ 2. 
b) Fie acum formula VyR(x, y). Este această formulă adevărată sau falsă în modelul de mai 
sus M =(7*,<)? 


Íntrucát formula este deschisd (confine variabila liberá x) adevarul ei depinde in 
continuare de asignárile făcute lui x. În acest caz y este o variabilă legată si deci valoarea 
formulei nu depinde de această variabilă. Acest fapt rezultă si din ,lectura" formulei în 
modelul M considerat: „Pentru orice întreg pozitiv y, x este mai mic sau egal cu y”, echivalent 
„х este cel mai mic întreg pozitiv”. Această din urmă formulare arată clar că adevărul 


formulei VyR(x, y) în M nu depinde de variabila legată y, pentru că în această formulare y 
nici nu apare. Dar valoarea logică a propoziției „x este cel mai mic întreg pozitiv” depinde de 
asignarea făcută lui x şi este o propoziție adevărată doar dacă x” =1. 

c) Fie acum formula 3xvyR(x, y). 


In M aceasta este o propozitie adevărată (i.e. formulă închisă adevărată). Adevărul ei 
nu depinde de nici o asignare făcută variabilelor x şi y, căci ceea ce formula spune în 


M =(Z*,S) este următorul adevăr: „există cel mai mic întreg pozitiv”. 


10 Când specificarea obiectelor din Q este irelevantă, ele vor fi menționate, simplu, ca obiecte a, b, c,.. fără 
riscul unei confuzii cu mulțimea constantelor logice. 
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Гета. Dacă 44 $i р, sunt x-variante, iar x^ = y" , atunci lal) s [a(x/ y, 
unde a(x) este o formulă arbitrară а a Lp, care conține variabila liberă x iar ох! y) este 
formula obţinută din ax) prin substitufia lui x cu y. 

Demonstraţie (inducţie pe gradul m al fonnulei a(x)). 

L m=0. Atunci a(x) are forma Р(х, г) si deci are loc: 

[P(x. х)“ 21 даса (xf zh ye P', iar pentru cá y^-x^ şi z“ =z", ddacă 
(y^, z^) e P' ddacà [PG Р“ =1. 

2. a(x) are forma Vzfi(z, x); z#x. Dacă [vzA(z, xp ' =0, atunci există o z-variantá v, a 
lui 44, astfel că [B(z, x)] ^ =0. 

a) Presupunem cá z + y. În acest caz punem v, o z-variantá a lui р, şi z^ =z". Atunci au 
loc: v, este o y-variantă a lui v, şi y^ =x". Si astfel, [6(z,. x/ y) ^ = [B(z x)" =0 (prin 
ipoteza inducției). Таг pentru cá v, este о z-variantá a lui 44, avem şi [vzB(z, xl yj” =0. 

b) Presupunem cá z = у. În acest caz a(x/ y) este o formulă vz' Bez xl y). unde z' este 


o variabilă nouă. Punem acum v, o y şi z' variantă a lui и, y" =x“ si z'^ =z". Prin 
ipoteza inductiei avem: [ez 27:27 y = [B(z, x)] ^ = 0. lar pentru cá V, este o 2 variantă 
a lui 4, , are loc şi [vz B(z/ zx! yj” =0. 


Convers: Se raționează în mod similar de la lvz Bi z xl yf” =0 la [vz£(z, х)“ =0. 
Remarcă. Demonstrația lemei de mai sus este simplificată prin faptul că in @ am 
considerat doar substitufia lui x cu y; œ poate conține însă n variabile distincte x;,.., x, ре 


care le substituim au variabilele у,,..., y, , astfel încât x^ = y^ (1x i € n). Evident, si în acest 


caz, echivalenta lemei are loc. 
Definiţia 5. O formulă a a limbajului £, este adevărată într-un model M =(О, 1) 


dacă at“ =] pentru orice asignare и în M. În acest caz putem spune şi: @ este validă in 
M -(Q,i). 
Definiţia 6. O formulă a a limbajului L, este satisfiabild într-un model M =(Q,1) 


dacă a'* = pentru cel puțin o asignare u în M. 

Definiţia 7. O formulă a а limbajului L, este satisfiabilă dacă este satisfiabilă într- 
un model. 

Definiţia 8. O formulă a a limbajului L, se numește validă dacă este adevărată în 
toate modelele limbajului Г}. În acest caz putem spune şi: & este universal validă. 

Remarcă. Mai sus, am definit cele două funcții: substitutia (0: Y — T ) şi asignarea 
(4:V  Q). Ambele funcţii au acelaşi domeniu de definiție: mulțimea variabilelor. Însă 
despre domeniul Q al unui model n-am făcut пісі o presupozitie (în afara neviditáfii lui). N- 
am spus nimic despre „natura” elementelor lui. Ele pot fi orice, prin urmare Q poate fi şi 
mulțimea termenilor T, ai unui limbaj £& . În acest caz, e uşor de văzut, asignările devin 
substitutii şi reciproc". 

Definiţia 9. Un model M = (0,0) al limbajului L, este un model Herbrand dacă: 


" Dacă Q nu este mulțimea termenilor închişi, atunci s-ar putea ca printr-o asignare în $2 făcută unei variabile 
să nu obţinem o formulă a Lp. 
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1. Q este strict mulțimea termenilor închiși ai limbajului Ср. 

2. pentru orice termen închis t, t' =t (1 este aici funcţia identitate). 

Remarcá 1. Dacă M =(Q,t) este un model Herbrand pentru £p, atunci următoarea 
identitate are loc: г“ -(u(t)) , unde ż este orice termen (deschis sau închis) iar mo este 
c(t), adică în expresia u(t) ш joacă rolul funcției substituție. 

Argument (inducţie) 

a) t=x. Atunci 1 =x" =x". Iar (u(r)) «(u(x)) = (x) (deoarece p(x) este 
întotdeauna un termen închis iar z este funcția identitate pe termenii închişi). Şi deci 
х“ = p(x). 

b) t «c (exerciţiu). 

с) t= i (ARE A Presupunem că identitatea din remarcă are loc pentru 1,,...,7,. Vom 
avea t" =( f(t rst, JA = f (t). Tar 
(ue) = (CF not DY = rut)... = rhon Y. ue, Y). 

Similar, identitatea din remarcă are loc si pentru formule, i.e. (a) = (u(a)) , pentru 
orice formulă @ a £, (argumentafi!). Si deci, dacă M este un model Herbrand, atunci ula) 
este întotdeauna o formulă închisă (unde 4 joacă rolul unei substitutii). 

În fine, într-un model Herbrand condițiile de adevăr ale formulelor cuantificate devin: 

Уха =1 în M =(Q,1) даса a(x/0(x))=1, unde с(х) este orice termen re О. 

Эха =1 în M =(Q,1) ddacá a(x/o(x))=1, unde o(x) este un termen te О. 

Exercitii 

1. Fie următoarea formulă a limbajului £, : 3x, R(x,, f (х„ х, ). Fie M =(Z * =) . 
Determinati conditia de adevár a expresiei Вх, (x, f (x) Е 
Precizare. М = (2 54) înseamnă un model M astfel încât Q= Z+, R' = „=“ iar f' =„+“. 
2. Fie următoarea propoziţie a limbajului 7, : Vx Vx,3x,R( f (x, X xs). 
Determinaţi valoarea de adevăr a acestei propoziții in modelul M = (z s >,+) : 
3. Fie următoarea propoziție a limbajului £, : 

Vx, Vx, {R(x,, х,) > 3x, [R(x,, x,) ^ (х, х, Jl. 

Determinafi valoarea de adevăr a acestei propoziții in următoarele două modele: 
М, = (R, >) „unde R reprezintă mulțimea numerelor reale şi M, = (z >) ; 

4. Fie următoarea formulă a limbajului £, : Q( g(x, y), c). 


Determinaţi valoarea logică a acestei formule în următorul model: M = (z *,2XJ) > 


Demonstraftii de validitate în Lp 
Exemplul 1. Sá se demonstreze că următoarea formulă a limbajului £, este validă: 
y: Vx(a > B) > (a > Vx); x nu apare liberă in a. 


Demonstratie (reductio ad absurdum) 
Prin definiție, o formulă este valida dacă este adevărată în toate modelele lui £,. 


Presupunem cá y nu este o formulă validă. Rezultă că există un model M =(Q,1) al 
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limbajului £, în carey nu este adevărată. Există deci o asignare 44 în M = (Q4) in care y 
este falsá, adicá 

1. [vx(a > 8)5 (a > Vx)|" = 0, echivalent 

2. (vx(a > д)“ > [a > vzg] )- 0, cf. Def. 4(3), adică 

3. [vx(a > В)“ =1 14. [a > vxg] =0 

Din 4 deducem 5. [a]^ =1 si 6. [Vx] " =0. Din 6 deducem că există o asignare v x-varianta 
a asignării и, astfel cá 7. [gl =0; cf. Def. 4(4). 

Din 5 deducem 8. laf” —], pentru orice asignare v x-variantá a asignárii и (deoarece x nu 
apare liberă în @, prin restrictie). Din 7 si 8 deducem 9. [a D Bl =0. Însă din 2 deducem 


10. la > В|" =1, pentru orice asignare v x-variantă a lui и (prin Def. 4(4)), rezultat care 
contrazice 9. 


Remarcă 

Formula y este validă doar cu restrictia menționată: „x nu apare liberă în с”. Pe baza 
unui exemplu simplu vom arăta de ce este necesară o asemene restricție. Mai exact, vom arăta 
că Гага o astfel de restricţie formula 7 este nevalidă. 


Cum a si Д din formula y sunt formule arbitrare ale £,, presupunem în cele ce 
urmează că о şi f sunt formula elementară Р(х). În acest caz formula veste 
y*: Nx(P(x) > P(x)) S (Р(х) > vxP(x)) 

Aici x apare liberă în antecedentul consecventului (încalcă deci restrictia!). 

Vom arăta că y* este nevalidă. Adică există un model M = (о, in care y* nu este 
adevărată. 

Vom considera succesiv două modele, unui, M (Dus in care domeniul contine un 
singur element, а, iar celálalt, M (Ог), în care Q, are două elemente, a, b. Transformám 
acum nins y* in acord cu semnificatia cuantificárii pe domenii finite, adicá: 

VxP(x) eq [P(a,) ^ P(a,) ^... ^ P(a,)]. 

Ín primul caz obtinem: 

) +: [Р(а) > Р(а)|-[Р(а) > P(a)] 

Intr-un astfel de model, indiferent de interpretarea lui P, formula nu poate fi falsă. 


Ce se întâmplă însă cu y * în M (Q, D ? Transformam formula, ca mai sus, şi obținem: 
* : ([P(a) 2 P(a]A[P(b) 2 P(b)] > [P(a) > (P(a) ^ Р(Ь))] 

Aceastá ош am obținut-o din y*, prin transformári echiveridice, astfel încât in 
antecedentul consecventului (i.e. formula @ în care x apare liberă) pentru x am luat valoarea a 
(la fel de bine puteam alege b!). 

Poate fi y, * falsă in M,? 

Este suficient sá gásim acele categorii de asigndri de valori de adevár pentru 
formulele elementare P(a) si P(b) pentru care implicatia (ie. 7, *) să fie falsă. Acestea sunt: 
P(a)=1 si P(5) «0. 

Explicităm modelul M,, construind funcția interpretare (z) şi găsind două elemente 
astfel încât unul are proprietatea P' iar celălalt nu. 
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Dacă P'-,prim", atunci а=3 şi b=4. În acest model M,((3,4),prim), 7, * este 
falsă (verificarea: exerciţiu). 
Exemplul 2. Demonstrati validitatea următoarei fonnule a limbajului £p : 


8: Vx(a(x) > B(x) > (vxa(x) 2 vxp(x)) 
Reductio ad absurdum. Presupunem că 6 este nevalidá Există deci un model 
= E N şi o asignare и їп M astfel încât 
[vx(a(x) > p )) > (vxa(x) 2 vxB(x))|" =0, echivalent 
(vxo n > [(vxa(x)2 Ри yr )- 0, echivalent 
(vxo ye > (vxa(x)] > [vxA(x) )I^ ) = 0, adică 
L о, ne =1 şi II. ee J^ =1si ш. [vxA(x)f” =0 
Din I, atas BO) =1, deducem[a(x) > B(x)" =I, pentru orice asignare v (x- 
variantă а asignárii и), echivalent lac) D [8(х)]” ) = 1, pentru orice asignare v (x-variantá 
a lui и). 
Din II, [vxa(x)]" = 1, deducem [«(х)}” —], pentru orice asignare v (x-variantá a lui и). 
Din şi II deducem ІВ)" =1, pentru orice asignare v (x-variantá a lui џи). 
Din Ш, [vxp(x)]^ =0, deducem cá există o asignare v (x-variantá a lui и), astfel cá 
[б(х)}” =0, ceea ce contrazice deductia de mai sus, conform cáreia [8(х)]” = 1, pentru orice 
asignare v (x-variantá a lui и). 
Exemplul 3. Vxa(x) > a(x/t); t este orice termen liber pentru x in a(x). 
Demonstraţie. Presupunem cá formula este nevalidă. Fie M - (Qi) $i # о asignare in M. 


Presupunem cá a(x! t) este falsă in asignarea 4 їп M. Aşadar, CEAD =0. Fie v o 
asignare x-variantă а lui и, astfel că x” =". În acest caz [a(x)|" =0, prin Lemá, si deci 
[vxaæ(x)}" =0 (cf. Def. 4(4)). 


Exercitii 
1. Demonstrati validitatea urmatoarelor formule ale limbajului £, : 
y :Va(a(x) > B(x)) > Gxa(x) > 3xB(x)) 
a: WxO(x) > 3xQ(x) 
з Fx(a(x) v B(x) = (3xa(x)v 3xA(x)) 
‚ :(уха(х)л VxB(x))> vx(a(x)v B(x) 
5, :Vx(a(x) ^ BG) > (vxa(x) v VxB(x)) 
2. Construiti modele în care următoarele formule nu sunt adevărate: 
ô, : V(P(x)v Q(x)) > (vxP(x)v vxQ(x)) 
ó,: (vxP(x) > vxQ(x)) > vx(P(x) > Q(x) 
3. Este validă următoarea formulă a limbajului £, ? 
vx(a(x) ^ B(x)) > vxa(x) 
4. Sá se demonstreze următoarea asertiune a £p : 
a este o formulă validă ddacă —a nu este satisfiabilă. 


NRX 
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3.2. Tablourile analitice in c, 


Metoda tablourilor analitice in £, este un analogon al metodei corespunzátoare din 
logica propozitiilor. Formulele logici propozitiilor, aduse într-o notație uniformă, se 
constituie, am văzut, în două tipuri distincte: formule tip a si formule tip fl. Si în £p avem o 
notație similară, în raport cu care formulele cuantificate şi negatiile lor se grupează în formule 
tip y (universale) şi formule tip ò (existenţiale), astfel: 


formule y: Уха; у (t): a(x/t) 
Axa; y (к): а(х) 

formule 6: Эха; ó(t): a(x/t) 
-\Ух@; б():—(х/) 


Expresiile simbolice @(хї) si а(х!) denotă instantieri (exemplificári) ale 
formulelor respective, obtinute prin substituirea variabilei x din @ cu un termen t. 

Ín vederea expunerii modului in care metoda tablourilor analitice este operantá in Ly 
vom recurge la o mica modificare a limbajului logicii predicatelor. Mai precis, vom adáuga 
limbajului £p, prezentat in cadrul Sintaxei Lp, o nouă categorie de constante, numite 


parametri. Prin £, vom înţelege aşadar £p reunit cu mulţimea infinit numărabilă a 


parametrilor. Aşadar, £$ = £p U {Par}. Simbolurile pentru parametri vor fi pq, ғ,...,р.р,,.... 

Ualizarea parametrilor este o practică curentă în matematică. Demonstrata fiind, de 
exemplu, o teoremă de forma Эхо, putem conchide asupra existenței a ceva care este x. În 
acest caz nu vom utiliza, pentru desemnarea acelui „ceva”, un simbol deja utilizat, cu o 
semnificație strict determinată (cunoscută), ci vom spune simplu: „fie p un astfel de x care 
este a”. O asemenea constantă „р”, nume nou introdus în urma demonstrației enuntului de 
existență Эхо, se numeşte parametru. 

Aşa cum pentru formulele a şi fj aveam regulile corespunzătoare, tot astfel în / vom 


avea, pentru formulele y şi 6, regulile respective. 
Уха ~da 

R, И m sau ——— ; UEM E 

y(t) a(x!t) ' -a(x/t) 

un parametru sau un termen care confine parametri. 


Эха -Vxa 12 
, unde p este un parametru лои `. 


, unde t este orice termen închis al limbajului £;, chiar si 


Rs: că sau : 
517г ү ҮЗҮРҮ EGRE 
ó(p) а(х/р)` —e(x! p) 
Sensul restrictiei din regula R, este următorul. Presupunem că într-o demonstrație 
matematică expresia ЭхР(х) este o teoremă. O dată demonstrată propoziţia 3xP(x) putem 
deci conchide asupra existenței unui x care are proprietatea P şi spunem: „fie p un astfel de x". 
Dacă în decursul demonstrației si expresia 3xQ(x) este o teoremă, vom spune „fie q un astfel 
de x”. În acest al doilea caz nu putem folosi încă o dată parametrul p, deoarece p a fost de ja 
angajat în primul enunț de existență şi nu stim dacă acel x care este p are atât proprietatea P 
cât şi proprietatea О. 


? Prin introducerea parametrilor vom avea, corespunzător, formule fără parametri (pure), cele specificate în 
3.1.1, şi formule cu parametri. 
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Altfel spus, restrictia din К; înseamnă: un parametru din £, nu poate fi introdus prin 
aplicarea regulii К, dacă el a fost deja introdus printr-o aplicare a regulii R,. Însă dacă 
parametrul respectiv a fost deja introdus într-o formulă prin aplicarea regulii R, asupra unei 
formule universale, atunci el poate fi din nou utilizat prin aplicarea regulii К, asupra altei 
formule (existenţiale). În acest din urmă caz explicația este simplă: o dată demonstrată 
propoziția VxP(x), putem conchide asupra P(r), unde t este orice termen închis, chiar si un 
parametru. In acest caz P are loc despre orice t. Cum t nu este „unul anume”, el poate fi din 
nou utilizat prin aplicarea regulii К, asupra unei propoziții 3xQ(x). 

În practica rezolvării de exerciţii regula Rs poate fi aplicată într-o formă mai „lastă”. 


În sensul că restrictia cerută de această regulă, „p este un parametru nou", admite alternativa 
următoarelor 3 condiţii simultan satisfăcute: 
1. pnu apare în formula 6 (din care facem deductia ó(p)). 


2. p n-a fost introdus anterior printr-o regulă R,. 
3. пісі un parametru introdus anterior printrt-o regulă К, nu apare în 6. 


Exemplu. 
Demonstrám cá formula a de mai jos este o formulă validă a 7, . 


a: Yx(P(x)> Q(x)) > (vxP(x) > vxg(x)) 


1. —(ух(Р(х) > Q(x)) > (vxP(x) 2 vxQ(x))) 
2. Vx(P(x) > Q(x)) (1), К, 
з. —(ухР(х) 2 vxQ(x)) (1), R, 
4, VxP(x) (3), R, 
5. —\/хО(х) (3), R, 
6. -Q(p) (5), Rs 
7. P(p) (4), R, 
& P(p)> О(р) (2), R, 
9. —P(p) 10. Q(p) (8), К, 


Coloana din dreapta indicá pasii corespunzatori din care s-a obtinut formula 
respectivă, prin aplicarea regulii specificate. În pasul 6, —Q(p) este formula obținută din 
formula ô (existenţială) —VxQ(x), unde p este un parametru nou. În pasul 7, P( p) se obține 
din formula y din 4, prin aplicarea regulii R,. Întrucât formula este universală, P este valabil 
despre orice termen închis, deci şi despre parametrul p, deja utilizat. Formula din pasul 8, 
Р(р) э Q(p). se obţine din 2, tot prin aplicarea regulii R,. 

După cum se poate observa cu uşurinţă, demonstraţia cu ajutorul metodei tablourilor 
analitice їп £, este similară demonstrației din logica propozifiilor. Respectiv, o formulă @ a 
Lp este o formulă validă în £, dacă tabloul analitic al negatiei ei, —a, este unul închis. Mai 
sus am arătat că formula @ este o formulă validă în £,. La același rezultat se putea ajunge 
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construind tabloul analitic al lui —a şi in alt fel. Respectiv, in pasul 4 puteam pune 
P(p)> Q(p), prin aplicarea R, asupra pasului 2, dupa care ramificam tabloul astfel obtinut. 
Sau aplicam regula R, înaintea aplicării regulii R, ş.a.m.d. Aceasta înseamnă cá regulile 


tabloului sunt non-deterministe, în sensul cá noi suntem cei care alegem formula căreia îi 
aplicăm o regulă sau alta. Tot noi suntem cei care putem utiliza o formulă de mai multe ori 
prin aplicarea unei reguli sau putem omite aplicarea unor reguli în cazul în care tabloul 
analitic se închide mai repede (adică nu la nivelul unei formule elementare). Pe scurt, regulile 
sunt non-deterministe pentru cá ne spun ce putem face, nu ce trebuie să facem. 

Spre deosebire de logica propozifiilor, in £,, desi formula pe care o demonstrăm este 
validă (i.e. există un tablou închis pentru —:x) se întâmplă ca acest rezultat să nu poată fi 
atins întotdeauna. Sursa acestui fapt o reprezintă regula R,. Căci, de exemplu, dacă pe aceeași 
ramură a tabloului analitic avem atât formula 3x-R(x) cât si formula VzR(z), prin aplicarea 
К; asupra formulei existențiale putem continua construcția tabloului adăugând —R(p), unde 
p este un parametru nou, iar prin aplicarea repetată а R, asupra formulei universale putem 
adăuga succesiv R(r), К(2,),..., unde 4,4,,... sunt termeni închiși diferiți de p din ct. 
Evident, în acest caz, deşi există un tablou închis pentru ^a, acest lucru nu poate fi obținut. 
In cazurile relativ simple, inspirația ne face să dobândim rezultatul. Similar logicii 
propozitiilor, în £p câteva indicații ne ajută la o construcție mai uşoară si mai rapidă a 
tabloului analitic. Ordinea în care aplicăm cele patru reguli este (de preferință!) următoarea: 
R,, Rs, R,, Rp. Si în £ vom întâlni teoreme similare teoremelor din logica propozitiilor. 
Redăm mai jos, fără demonstrate, două dintre cele mai importante. 

Teorema corectitudinii. Orice formulă а а £L, demonstrabilă cu ajutorul metodei 
tablourilor analitice este o formulă validă a Ср. 

Teorema completitudinii. Orice formulă validă а £, este o formulă demonstrabilă cu 


ajutorul metodei tablourilor analitice. 
Simultan, cele două teoreme admit echivalenfa (si deci substituirea reciprocă a) 
conceptelor „demonstrabil” şi „valid”. 
Exemple (aplicaţii ale metodei tablourilor analitice in £p ) 


1. Să se demonstreze că următoarea formulă este o formulă validă їп £, 
a, : 3x(P(x)v Q(x)) > (axP(x) > axQ(x)) 
1. -QIx(P(x) v O(x)) > (AxP(x)> 3x99) 
2. 3x(P(x)v Q(x)) 
3. -(3xP(x)v 3xQ(x)) 
4. -ахР(х) 
5. aaxQ(x) 
6. P(p)v Q(p) „din 2, Rs, p nou 
7 
8 


. aP(p) 
. —Q(p) 
9. P(p) 10. О(р) 
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2. Este următoarea formulă o formulă validă în L? 


a,: AxvyR(x, y) 2 V y3xR(x, y) 


1. afaxvyR(x, y) э Vy3xR(x, y)) 

2. 3xv yR(x, у) (1), R, 
3. AV yaxR(x, y) (1), R, 
4. VyR(p. y) (2), Rs 
5. R(p.p) (4), R, 
6. —3xR(x,q) (3), Rs 
7. aR(p,q) (6), R, 
8 R(p.q) (4), К, 


* 


Їп acest exemplu p si q (culese bold) reprezintá cei doi parametri, distincti, introdusi 
prin două aplicaţii succesive ale А, asupra formulelor 2 si 3. 


Exercitii 
1. Să se demonstreze, cu ajutorul metodei tablourilor analitice, validitatea / 
nevaliditatea următoarelor formule: 


a, : Ax(P(x) ^ Q(x)) > (axP(x) ^ 3xQ(x)) 
a, :3x(P(x) м Q(x)) > (AxP(x) ^ 3xQ(x)) 
a, :3x(P(x) > vxP(x)) 

a, xy z3w(R(x, y)v (и, z)) 

a, : 3y(3xP(x) > Р(у) 
a, :N'y(vxP(x) > Ply 
a, : VxP(x) > 3xP(x ) 
a, :—3yP(y)> vy(3xP(x) > Р(у)) 

a, :Vx(P(x) ^ О(х)) > (vxP(x)v vxQ(x)) 
Ay: (vxP(x) ^ VxQ(x)) > vx(P(x) v О(х)) 
а: 3x(P(x)^ Q(x)) > AxP(x) v 3xQ(x)) 


0, : 3xP(x) v vxP(x) 
Q(x 


аз : Ix(P(x)v Q(x)) = GixP(x) v 3xQ(x)) 
a, : VXP(x) > O(x)) > GxP(x) > 3x9()) 
As : (VP (x) 


)> 
> vxQ(x)) > vx(P(x) > О(х)) 
e, : Vx(P(x) v О(х)) > (WxP(x) v vxo(x)) 

a : бУхР(х) v vxQ(x)) > vx(P(x) v О(х)) 


2. Pentru formulele nevalide construiti modele in care sunt false. 
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3.3. c, axiomatizata 
Sisteme axiomatice ale 2, 


3.3.1. Sistemul Q 

Sistemul axiomatic Q de logică a predicatelor, prezentat mai jos, se obține adăugând 
sistemului axiomatic S de logică a propozitiilor, din 2.3.2., „ingredientele” specifice logicii 
predicatelor. Mai exact, el contine cinci scheme de axiome şi două reguli de deducție. 

Axl. а >( 2 a) 

Ах 2. [a2(82 y] 2l(a2 8) 3 (a> 7) 

Ax 3. (aa 2 4f) 3 (B 2 a) 

Univ 1. vxa(x) 2 a(x/ t) 1* t este orice termen liber pentru x in a(x) 

Univ 2. Vx(a > 8) э (a > Vx); xnu apare liberă in a 


Reguli de deducție 
aarp 
Modus Ponens (MP) 
a 
Regula generalizării universale (Gen) 
Уха 


Celor trei definitii ale lui S, din 2.3.2., li se adauga definitia cuantificatorului 
existential. 


Def 3: 3xa(x) =, ^Vx-a(x) 
Exemple de axiome. 
Pentru Univ I: VxR(x) > R(x), VxP(x) > P(c), VAO(x, у)> Р(х)]> (Q(z, ») > Р(2)). 
Pentru Univ 2: Vx(P(y)> R(x, z)) > (P(y)> VxR(x,z)), 
у(320(2)> Р(х, y)) > (320(z) > УхР(х, y)). 


Teoreme ale sistemului Q. 


Thl. a(x! y) > Axa Th2. Ухо 2 Axa 
1. Vxaa 5 Aa(x/ у); Univ 1. 1. Vxa D а; Univ I. 
2. —3a(x/ y) > Ухта; 1, c," 2. a 2 3xa ; Thl. 
3. a(x/ y) 2 Axa; 2, £, , Def 3. 3. Уха 2 Axa; 1,2 L, 


ТАЗ. VxX(a > В)> (vxa» В) 
1. Vx(a > B)2 (a 2 В); Univ 1. 


в Notafia ,, а(х! t) are următoarea semnificație: in formula Œ, care conţine variabila liberă x (0 poate 
conține si alte variabile) se substituie această variabilă (în toate ocurentele ei!) cu un termen t. (Acolo unde 
substitutia este clară vom scrie, simplu, a(t) sau @). 

"^ Notatia „ L,” indică faptul cá la baza wansformării unei (unor) formule din pasul (paşii) anteriori stă o 
formulă validă (şi deci o teoremă) a logicii propozitionale si care cel mai adesea este subînțeleasă. În cazul de 
faţă este vorba despre contrapozitie: (a 2 В ) = (48 27 a). 
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2. (a> B) 2 (^85 а); £, 

3. 2a 23x3a;Thl 

4. ~E >na) >(£ > Ima); 3, £, (а> B) 3[(y2 a) 3 (v2 В) + Subst 
5. (a> В)> (28 э 3x22): 2. 4 г, 

6. (æ > 8) 2 (^3x2a >£): 5 £, 

7. («> B) > (Vxa > В); 6, Def 3, L, 

8. Vx(a > B) 2(vxa B); 1,7 £, 


Th4. Vx(a 2 B) 2 (уха 2 Vx) 

„Vida > B) > (vxa > B); Th3 

. Vx(vx(a > B) > (vxa > В)); 1, Gen 

. Vx(Vx(a > В)> (Yxa > B)) 2 [vx(a 5 B) > vx(vxa > )); Univ 2. 
vx(a > B) > Vx(vxa > B); 2, 3 MP 

vx(vxa > В) > (уха э Vx); Univ 2. 

. Vx(a > B) 2 (ухе 2 VxB); 4, 5 MP 


с ал ROM 


Тһ5. (a > B) > (уха > Vx) (exerciţiu) 


Th6. vx(a= B) S (Vxa s Vx) 

(а = 8)» (e э 8); £, 

ух((а = B) > (a > B)); 1 Gen 

‚ Vx(a = B) > vx(a > В); 2, Th4, MP 

Vxla = B) > (уха > Yx); 3, Tm, с, 

(к = В)> (£ >a); £, 

vx(a= B) э (vxB > Уха); Se parcurg paşii 2-4 în raport cu 5. 
vx(a= B)» (Ухо s Vx); 4,6, L, 


IDM рыр 


Th7. vxa(x) = vya( y); unde a(x) si a(y) sunt similare (i.e. diferă strict prin faptul 
că ocurentele libere ale lui x in formula a(x) sunt exact ocurentele libere ale lui y in formula 
a(y)). Formulele Vxa(x) si Vya(y) se numesc variante alfabetice legate. 

1. Vxa 2a; Univ 1 

2. VyY(Vxa э a); 1 Gen 

3. Vy(Vxa э а)э (уха 5 v ya); Univ 2 

4. Уха о Ууа; 2, 3 MP 

5. Vya 2 а; Univ! 

6. Vx(Vya > а); 5, Gen 
7. Vx(vya > a) > (Ууа > Уха); Univ 2 
8. Vya D Уха; 6,7 MP 

9. Vxa z Vya 4,8 L, 
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Th8. Axa 2 NV xa 
І. Ух-@ D Vx ; Lp 5 


2. ——\/х—@ о Vx; L, 
3. -dxa D Vx ; 2 Def 3 


Th9. Ухта 2 Лха 
1. VxAa D 44V xA ; L, 


2. Vxna э AAxa; 1 Def 3 

Th10. Axa = V xa , Th8, Th9, Lp 
Thl1. Уха = -dxaa ; ТРІО, £,, Def 3 
Th12. —Nxa = 3x-a (exercițiu). 


Teorema deductiei 
Spre deosebire de teorema deductiei din L> în logica predicatelor aplicarea teoremei 


deductiei reclamă o restricție anume, determinată de următorul fapt: este adevărat, pentru 
orice formulă œ, că с Бухо, аг nu întotdeauna are loc Ка о Ухо. 

Prin teorema de corectitudine a sistemului Q (pe care o vom demonstra mai jos), dacă 

Fa 2 Уха, atunci = ао Ухо. Însă а 2 Уха nu este o formulă validă a £ . Există așadar un 


model M = (Q,2) $i o asignare 44 in M in care formula este falsă. Fie, ca exemplu, a = P(x). 
Fie M =({a,b},2), fie x =a si [Р(Х 21. Fie x =b (v este o x-variantă a lui р) si 
[P(x)|" 20. În acest caz vom avea [vxP(x)|" 20 si deci поп Е Р(х) > vxP(x). Nefiind 
validă, formula nu este demonstrabilá (i.e. nu este teoremă a sistemului Q). 

Definiție. Fie F o mulțime de formule ale £,. Fie ae Y. Fie В,,..., В, o deducție din 
Г, plus justificarea fiecărui pas al deducfiei. În această deducție В, depinde de a dacă: 

1. В, este formula a( В, se justifică prin apartenența la Г) sau 

2. В, este o consecință directă, prin MP sau Gen, a unor formule precedente ale 


şirului deductiv, unde cel puțin una din aceste formule precedente depinde de a. 
Exemplu. а, Vxa 2 y - Vxy 


В,: @; аѕ 
Ba: Уха; 1 Gen 
f,: Vxa 2 у; as 
B. Y: Ba, B, MP 
fs: Vxy; В, Gen 
Aici, 3, (adică а) depinde de a (cf. def.); 2, depinde de Д; Ø, depinde de 
Vxa > y (cf. def); 8, depinde de с side Уха > y iar f, depinde de a side Vxo D y. 


um Lp”: prin logica predicatelor, adică implicatia din 1 este o instantiere in logica predicatelor a formulei valide 
aoa. 
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Teorema deduc[iei. Fie Г. œ ДВ cu restrictia: nici o aplicare a Gen vreunei formule 
care depinde de a пи cuantifică o variabilă liberă din a. Atunci Г Гао В. 

Remarcă. Mai uzual, restrictia din această teoremă poate fi astfel formulată: in 
deductia Г, a!- Д regula Gen, în nici o aplicaţie a ei, nu cuantificà vreo variabilă liberă din 
a. În acest caz Г + &D В. Fireşte, dacă œ n-are nici o variabilă liberă (i.e. este formula 
închisă), atunci daca F, a 1-8, atunci Г Бао Д. 

Demonstrație (prin inducţie). Presupunem că există o deducție a formulei J din F, 
с, care contine n formule: Д,..., f,, ultima formulă, f, fiind formula dedusă, £ . Pentru a 


obține rezultatul, Г |- @— Д, prin inducție se arată că Гр.с > Д,, pentru orice i€ n. Avem 
de considerat următoarele cazuri: 

1. Д, este o axiomă. Rezultatul este imediat, căci 8, > (a > Д) este Axl. 

2. B, € Г; similar. 

3. B, = а. Atunci, Г H € 2 Д,, pentru cà со а este deductibilă în sistemul Q. 

4. Există j,k < i, astfel că Д, = 8, > B. Prin ipoteza inducției, relația are loc pentru 
orice indice mai mic decât i. Aşadar, vom avea T Hæ DJ, si ГЬ a> (8; 2 B.). pentru cà, 
în acest din urmă caz, 8, > fj; este Д, , iar k < i. Și astfel vom avea 
T&D f, prin Ax2 şi o dublă aplicare a MP. 

5. Există j< i, astfel cá 8, = Vxj,. Avem aici două subcazuri: 

a) B ; nu depinde de a. În acest subcaz vom arăta mai întâi că dacă 
F, 2-Д,, atunci ГЬД,. 

Argument. Presupunem antecedentul acestui conditional: Г, œ |+ f;. Există, aşadar, 
un şir de formule ale deductiei ,...., Й„ = В,, astfel că Д, nu depinde de œ. Presupunem (i.e. 
ipoteza inducției) că expresia conditionala din enunț are loc pentru orice k < т. Dacă Д, este 
о axiomă sau dacă f,eT, atunci F} Д,. Jar dacă Д, rezultă din formule anterioare ale 
şirului, prin aplicarea celor două reguli de deducție, atunci fiindcă Д, nu depinde de о, пісі 
aceste formule nu depind de с. lar fiindcă aceste formule sunt deductibile doar din Г (prin 
ipoteză), rezultă că şi Д, este deductibilă doar din Г. 

Însă din I Д, obținem ГЕ Vxf, (prin Gen), adică Г ЕД. Însă £, >(a> В) este 


demonstrabilă (fiind Ax1). Şi astfel Г - & > fi, prin MP. 


b) x nu este o variabilă liberă a formulei a. Atunci, prin Univ 2 vom avea 

куд > B,)> (a> vxp,). Însă F pad ДВ, (prin ipoteză) şi deci F} vx(a В, prin Gen. 

De unde, prin MP, obţinem Г | a 2 Vxf, adică tocmai Г ta > £, . Pentru і = п vom avea 
ГЕ a» f,,adicà + a» f. 

Remarcă. Restrictia din formularea problemei deductiei este necesară. Să arătăm acest 
lucru printr-un exemplu simplu. 

Prin regula Gen, @ |-Vxa . De aici nu putem conchide | @ > Ухо (am văzut mai sus 
că aceasta nu este o formulă validă) pentru că aplicarea Th. deductiei în acest caz nu este 
permisă. Într-adevăr, dată fiind acum Ухо, în Q putem deriva œ (din Univ 1 si MP). Şi deci 
au loc @ |-Vxa@ si Уха а; de unde conchidem cà formula @ este la fel de tare ca formula 
Уха. Si deci dacă regula Gen am transcrie-o în forma implicativa, ar trebui redată astfel: 
Уха D Уха. 
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Exerciţii. Să se demonstreze că: 
1. Уха, Vx(a B) i- Vx. 
2. Vx(a > В), Ixa + 3x. 


Reguli de deductie derivate in Q 
Aceste reguli se numesc „derivate” deoarece ele pot fi deduse într-un sistem 


axiomatic. Asadar, utilizarea lor nu este neparat necesará, insa aplicatiile lor simplificá adesea 
demonstrațiile. 


Rd]. ао В 
а > Vxf ;x nu араге libera in @ 


Demonstraţie. 1. a> В; as 
2. Vx(a 5 B); 1 Gen 


3. Vx(a > B) э (a 2 Vxfi); Univ 2 (x nu apare liberă in a) 
4. & 2 VxB;2,3 MP 


Rd2. Vxa(x) 


a(t) ; teste liber pentru x in a(x) 
(regula particularizării) 


Demonstratie. 1. Vxa(x); as 
2. Vxa(x) > at); Univ 1 
3. a(t); 1, 2 MP 


Rd3. a(t) 


3xa(x) ; t este liber pentru x in a(x) 
(regula generalizării existenţiale) 


Demonstraţie. |. alt); as 
2. Vx3a(x) 2 Aat); Univ 1 
3. aft) > ^v x4a(x); 2 contrapoz. 
4. a(t) > 3xa(x); 3, Def 3 
5. 3xa(x) ; 1, 4 MP 


Regula 5° 

Această regulă redă simbolic o practică curentă de rationare în matematică. Dacă, de 
exemplu, am demonstrat că există un element x care are o proprietate P (i.e. am demonstrat 
3xP(x)), atunci vom spune: fie a un astfel de obiect incát P(a). Aceasta nu inseamná cà P 
este valabil despre orice a, desi ceea ce am facut este o alegere arbitrara 16 Demonstrația o 
vom face însă în continuare într-un asemenea mod încât formula demonstrată nu contine 
simbolul a, adică demonstraţia nu implică nicidecum alegerea arbitrară de mai sus. 

3xa(x) 


RO ala) 
15 Comp. RÓ , din 3.2. 
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Exemplu. Sá se demonstreze că din formulele Зх(о(х)> A(x)) si Vxo(x) formula 
3xf(x) m fi dedusă. 
1. 3x(a(x) > f(x); as 
2. Vxa(x); as 
3. a(a) э В(а); 1 pentru un a arbitrar astfel că о(а) > В(а) are loc. 
4. оа); 2Rd2 
5. В(а); 4, 3 MP 
6. 3xf(x); 5 Каз (gen. ex.) 
7. 3x(a(x) > Д(х)), vxa(x)i- Ix A(x) 


Remarcă 1. Regula Rô’ este dispensabilá în următorul sens: orice formula 
demonstrabilá cu ajutorul acestei reguli este demonstrabila si fara ea. Sá vedem acum cum 


arată exercițiul din exemplul de mai sus fără aplicarea А5". 


1. Vxa(x); as 

2. Vxf(x); as 

3. ax); 1 Rd2 

4. aB(x); 2 Rd2 

5. -Xa(x) 2 В(х)); 3,4 £, 

6. vx-Xa(x) > В(х)); 5 Gen 

7. Vxa(x), Ух-В(х) = vx—(a(x)> B(x)); 1 

8. vxa(x) ^ Wx B(x) > vxa(x) 2 B(x ).7 » Th. ded. 

9. vxa(x) К ^vx-a(x) 2 B(x)) > Wx A(x); 8, £, (contrapoz) 


10. Vxa(x) ү 3x(a(x)  B(x)) > 3x(x); 9 Def 3 

11. 3x(a(x) э B(x)), vxa(x) = ЗхД(х); 10 

Remarcá 2. Asa cum in metoda tablourilor semantice regula RO cerea precautii cu 
privire la aplicarea ei, tot astfel RO’ reclamă câteva restricții: 

1. Atunci când dintr-o formulă de genul 3xa(x) derivăm aa), de exemplu, a trebuie 
sa fie о constanta noud. 

2. Regula Gen nu se aplicá niciodatá asupra unei variabile libere dintr-o formula de 
forma 3xa(x), asupra căreia s-a aplicat deja regula RO". 

Să ilustram modul în care restrictia 2 este încălcată, respectiv: din Vx3yP(x, y) se 
deduce (eronat!) 3yVxP(x, y). 

L VxdyP(x, y); as 

2. 3yP(x, y); 1 Ra2 

3. Р(х,а);2 RS’ 

4. VxP(x,a); 3 Gen 

5. 3yVxP(x, у); 4 Rd3 

6. Vx3yP(x, у) 3yVxP(x, y); 1,5 

Eroarea conținută in acest sir deductiv rezidă în faptul cà regula Gen s-a aplicat 
variabilei libere x din formula cuantificată existenţial, din pasul 2, căreia, în pasul 3, i s-a 


aplicat deja RS”. 
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Teorema echivalentei 
Teorema echivalenfei. Dacă В este o subformulă a formulei a iar a’ rezultă din a 


prin înlocuirea a zero sau mai multe ocurente ale lui В printr-o formulă y şi orice variabilă 
liberă din В şi y, care este o variabilă legată a lui а, apare în lista y,,...,y,, atunci 
EV»... Vy} (В = у) о (ата). | 
Demonstraţie (inducţie pe gradul 1ш a). In cazul in care nu este înlocuită nici o 
ocurentà a formulei J, atunci œ’ este formula @ iar teorema este o instantiere a formulei 
valide y, D (y, =7,). Dacă A este identică cu @, iar această ocurentà a lui / este înlocuită 
prin 7, atunci ceea ce trebuie demonstrat este: V>,,....Vy,(8=7)>(6=7); rezultat derivabil 
prin Univ 1. În fine, considerăm că £ + a şi cel putin o ocurentà a lui Д este înlocuită cu y. 
Presupunem că teorema are loc pentru o formulă al cărei grad este mai mic decât gradul lui a. 
1. а este о formulă elementară a £p. $i deci nu există о subformulà J +æ a formulei a. 
2. а este formula —ó. Fie «' formula —6. Prin ipoteza inducției, are loc 
LEVY, Vy, (B= v¥)>(6=6’). Si astfel are loc şi - Vy... Vy, (B= y)2(asa^) (prin 
echivalenta (y, = y,)4(2y, ==). 
3. а este formula бо є. Fie @’ formula б'2 є“. Prin ipoteza inducției are loc 
I- Vy... Vy, (B= y) 3(828^)si ^ Vy, vy, (Bay) S (es € Şi deci, 
P Vy... Vy, (B sy) э (= 9") л (є =e’). Însă, în logica propozitiilor 
- [(6=6 л (с=с 7)] D[(6 DE)=(6 “DE’)). Si deci, 
E Vy, Vy, (В =7)D[(6 2 £)=(6 “De )] (prin tranzit 2 ); i.e. 
H Vy. Vy, (B sy) 23(a2a?). 
4. а este formula Vxó. Fie a“ formula Vxó . Prin ipoteza inducției are loc 
I- Vy. Vy(B = y) э (б 287). Si deci | Vy,,..., Vy, (BS y) 2 Vx(5 = 5’) (prin Univ 2) (căci 
x nu apare liberă in Vy,,. ., Vy, (В = y); fiindcă, în caz contrar, x ar fi liberă în J sau у si, 
fiindcă este variabilă legată in a, x ar fi una din variabilele y,...., y, şi astfel n-ar fi liberă in 
Vy ,..., Vy, (Bzy).insà + Vx(6=5)D(Vxd = Vxó ^) (Th6). Si astfel, ca mai sus, 
Fy, Vy, (B = y) 3 (Vxó = Vxó 7), adică F Vy... Vy, (B= y) 3(a 3 a^). 


Corolar 1 (Teorema înlocuirii echivalenfilor ) 

1.Daca РД =у,ашпсі + а= а“. 

2. Dacă РД = у gi ta, atunci + a^, unde @, Д, y, œ’ sunt formule din Teorema 
echivalenfei. 

Acest corolar rezultă din teorema echivalenjei. Tot teorema echivalentei permite 
derivarea următorului corolar. 

Corolar 2 (Schimbarea variabilelor legate) 

Dacă Vx/(x) este o subformulà a lui а iar B(y) diferă de A(x) strict prin faptul că 
ocurentele libere ale lui x din A(x) sunt exact ocurentele libere ale lui y din (y), iar a” se 
obține din a înlocuind una sau mai multe ocurente ale formulei Vxf(x) prin VyA(y), atunci 
+ «sa 

Demonstraţie. Th 7 plus Th înlocuirii. 


Th 13. (Vxa(x)2 В)= 3y(a(y) 2 f); y nu este liberă în Д, iar a(x) şi o(y) sunt 
similare. 
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a 
1 

2 

3 

4. Vy(a(y)^ ^p); 3, £,» Corol. 1 
5. aly) A^ B ; 4 Rd2 
6. a(y); 5, L, 

7. Vya(y); 6, Gen 

8. Vxa(x); 7, Th 7 
9. B;1,8 MP 

10. -f;5, L£, 

11. p ^, 9, 10, 2, 

12. (vxa(x)2 В), -3(a6)2 B) „ёл—8;1-11 

13. (Vxa(x) > В) —Зу(а(у) э B) э (BAB); 12, Th. ded. 
14. (vxa(x) 2 B) - 3y(a(y) 5 B); 13, L, 

15. F(vxo(x)2 8) > 3y(a(») 5 A); 14, Th. ded. 


b. 3y(a(») э 8) э (Ухо(х)> В) 

1. 3y(a(y) > В); as 

2. Vxa(x); as 

3. a(a)2 B;1 Ró* 

4. оа); 2 Rd2 

5. B; 3, 4МР 

6. Зу(а(у)э Д), Vxaæla) i-; 1-5 " 

T Ay(a(y) > B)> (vxo(x)5 В); 6, Reg. ded. aplicată de două ori. 
Th 13 rezultă din a şi b prin £, . 


Th 14. (3xa(x)5 B)s vy(a(y) 2 B); y nu este liberă in Д, iar a(x) si a(y) sunt 
similare. 
Demonstraţie (similar, exerciţiu). 


Th 15. (B2 vxa(x))s Vy(B > a(y)); y nu este liberă în Д, iar a(x) si a(y) sunt 
similare. 


a. (85 Vxa(x)) > VA 2 ay) 
1. В 2 Vxa(x); as 


2. avy > a(y)); as 
з. Ay-(B > a(y)); 2, Th 12 


4. 3B ^-5a(y):3. £, 
5. B ^-:0(a); 4, RO” 


1 Comp. Remarcá 1, Regula 6" 
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6. В; 5, Е, 

7. Vxa(x): 1, 6, MP 

8. —a(a); 5, L, 

9. a(a); 7, Rd2 

10. a(a) amala); 9, 8, £, 

11. BI Vxa(x), —\/у(# > a(y))- ala) anala); 1-10 

12. BD vxa(x)- ^vy(8» a(y)) > (оа) A—a(a)), 11, Th. ded. 
13. 85 Vxa(x) ^ vy(B > а(у)); 12, £, 

14. F (BD Vxa(x)) > Vy(B > a(y)); 13 Th. ded 


. VX(8 > a(y)) > (8 > vxa(x)) 

‚ VX(B > а(у)), as 

. В; as 

. B D da); 1, Rd2 

. aa); 2, 3 MP 

. Vxa(x); 4, Gen 

. VX(8 > a(y)). В Vxa(x); 1-5 

-V(8 > a(y)) > (д > vxa(x)); 6, Th. ded aplicată de două ori 


AP о гг = 9 


м © 


Th 16. (B > 3xa(x)) 2 3y(8 > a(y)); у nu este liberă în Д, iar a(x) si o(y) sunt 
similare. 
Demonstraţie (similar, exerciţiu). 


Formele normale prenexe 

Definiţie. O formulă а a £, este în forma normală prenexă dacă a are forma 
Q,x..Q,x,a', unde Ох, sunt cuantificatori, iar a’ este o formulă care nu conține 
cuantificatori. 

О,х,,....О,х, formează prefixul, iar à matricea formulei a. 


Teorema formei normale prenexe. Orice formulă @ a Lp poate fi adusă la o forma 
normală prenexá В, echivalentă ei. 
Demonstrație (inducţie pe gradul k al formulei œ). Demonstrarea acestei teoreme presupune 
indicarea unui procedeu efectiv de obţinere a formei normale prenexe a formulei a. 

Dacă k 20, atunci f 2a. Presupunem acum că @ are gradul n şi că pentru orice 
formulă al cărei grad k este strict mai mic decât n (i.e. k < n) putem construi forma ei normală 
prenexà f. 


1. Presupunem cá @ este —y. Atunci, prin ipotezá, putern construi o formula д, care 
este forma normală prenexă a formulei y si у=д. $i deci —y 2—Ó (prin £,). Şi deci 
A=—6. Şi astfel, prin Th 10, Th 12 şi Th inloc. echival. putem construi o formulă f in 
forma normală prenexá, astfel că —6 = J si deci a=f. 

2. Presupunem acum cà a are forma yD ô. Prin ipoteza inducției putem construi 


formulele у“ şi ó' în forma normală prenexă, astfel cà y=7 şi д=д`. Din faptul că 


182 


(уэ 5)=(у оё ) deducem а=(у 2 5). Prin Th 13-16 şi Th. Înlocuirii echival. mutám 
cuantificatorii din prefixul formulelor 7* şi 6° în fața formulei implicative şi obținem 
formula f în forma normală prenexă, astfel cá a = f. 

3. a este formula Уху. Prin ipoteza inducției, există o formulă y* în forma normală 
prenexă astfel că у= у'. Şi deci Vxy 2 Уху“, adică а= Vxy'. Însă Vxy" este în forma 
normală prenexă. 


Exemplu. Fie a formula: 3x-3z(P(x) э 0(y,2)) > vy(P(y)o —vx0(x,2)) 

val-2z(P(x) > О(у,:)) > vy(P(y) э ^vxQ(x 2))]; formulă obținută din a prin 
aplicarea Th 14. 

Vaz P(x) > 0(у,:)) э vy(P(y) э ^vxQlx, 2))]; Th 10, £,, Th inloc 

Vxdz LEROS Q(.z')2 Vy(P(y)> AW xQ(x,z))]; Th 13 (pentru respectarea 
restrictiei impuse de teoremá, intrucát z apare liberá in consecventul vy(P(y) 2 AV xQÍ x, z)) Р 
redenumim variabila cuantificată, z, din formula Vz-(P(x)2 Q(y,z)) їп 2"; schimbând 
variabilele legate). 

vxx vy (P(x) > 96.2) (Py) 2-9vxo(x.2)]; Th 15 (си redenumirea 
variabilei y in y', ca mai sus). 


vxiz vy Hel) 06.2)» (Pb) э 3x29. 2): Th. 12 

Vx3z'Vy To )> )200.z AE ax(P (у j= AQ(x .2)); Th 16, se aplică consecventului 
implicatiei din parantezele drepte. 

Vaz Yy [-(Р( x)o )> Oly,z Е (р(у:)> -Q(x, PR Th 16 (cu redenumirea 
variabilei legate x, în x" , din consecvent). 


Exerciţii. Aduceti următoarele formule ale £, la forma normală prenexa. 
1. Vx(P(x) > Q(x, у))> GyP(»)o 320,2) 
2. -Vx(3yP(x, y)> Q(x, z)) > 3z(P(x. 2 )a-vyQ(y.x)) 


Forme normale Skolem 

Dacă din limbajul £, al logicii predicatelor de ordinul întâi eliminăm simbolurile 
pentru constante şi pentru expresii funcţionale şi reținem doar mulțimea infinit numărabilă a 
simbolurilor predicative, atunci pentru formulele acestui limbaj (fie el £, ) putem construi o 


formă normală prenexă specială, în care toți cuantificatorii existenfiali preced toți 
cuantificatorii universali, numită formă normală Skolem. 


Teorema formei normale Skolem. Orice formulă a a £, admite o formă normală 
Skolem, B, astfelcă ka ddacă t B. 
Demonstraţie (inducţie pe rangul lui @). Vom pune in evidență un procedeu efectiv de 
construcție a formei normale Skolem a unei formule date. Considerăm în cele ce urmează o 
formulă arbitrară œ adusă deja în forma normală prenexă. Prin rangul r al unei formule @ 
înțelegem numărul cuantificatorilor universali din @ care preced cuantificatorii existential. 
Dacă r=0, atunci formula este deja in forma normală Skolem. Presupunem că pentru orice 
rang mai mic decât r se poate construi forma normală Skolem a formulei a. Fie r rangul lui 
G. a are aşadar forma: Ay... 3x, Wu B(x, woes Xp), astfel incát singurele variabile libere din 
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P sunt cele specificate: x,,...,x,,4. Fie P"" un simbol predicativ n+ 1-айіс care nu apare în 
1 . n+l 1 
a. Fie acum a, :3x ,..,3x, [(VuB(x,..- х,и) Р" (х,...,х,,0))ә VuP"" (x, n x, i). 
Atunci următoarea relaţie are loc: + a ddacá,. a. 
Presupunem t- &. Ín demonstratia formulei a, inlocuim toate ocurentele formulelor 
elementare P"'(z,,...,z,,w) cu B (a, „Z, w)’, unde f” se obține din £ prin înlocuirea 


tuturor variabilelor legate, dar care au ocurente libere in demonstratie, prin variabile noi (care 
nu apar in demonstratie) si obtinem: 

Ixso 3x, (OW UB" Gs x, u) DB (s x, u)) D Vuff (s. % u)]. 

Însă prin înlocuirea variabilelor legate, prin Corol. 2, Th. echival, din această formulă, 
obținem din nou, 

Fx, yy 3x, [CV ux. x, u)2 Bon X0) ) D Vuf(x,..., x, u)]. 

Însă Vu(x,,.., x, u)2 B(x,,...%,,4) este Univ І si este deci demonstrabilă. Si astfel 
obținem + 3x,,..., 3x, Vuff(x,,.... x, u), adică + & (prin Th. inloc. echival.) 

Presupunem | @.Рпп Rd” obţinem Vufla,...., а, и). 

Însă кушу, >[Vuly, э 7,)2 Vuy, ], pentru orice y, y, (cf. exerc 1, 8 Th. Ded. plus 
Th. ded). Aşadar, obținem 
(vuB(a, .... a, ,u)2 P^" (a.a, u))2 VuP"" (а,,...,а,,и) (prin MP). De unde, prin Rd3, 
3x... 3x, [(Vuf(x, lor [eus x,,u)) 2 VuP"' (s, | Xp u)], adică a. 

Forma normală prenexá a lui c, este o formulă @, de forma 3x,...,3x,,3, 
O z;,...,Q,z, Ууу, unde y n-are cuantificatori iar Q,z,,..., Q,z, este prefixul formulei f. 

Evident, a, are rangul mai mic cu o unitate decât œ. Însă, prin teorema formei 
normale, a, =œ. Însă + a ddacă Ба. $1 deci Fæ ddacă К а;. Prin ipoteza inducției, 
putem construi o forma normală Skolem pentru c, , care este si formă normală Skolem pentru 
a. 

Exemplu. Fie a: VxVy3zy(x, у, 2), unde y nu contine cuantificatori. 

а: 1. Ух(ууЗгу(х, у, z) 2 P(x)) 2 VxP(x), unde Р(х) nu apare in у 

Construim forma normală prenexá a formulei œ : 
3x(ivyaz у(х, y. z) > Р(х)]э VxP(x)}; Th 13 
3x(3y[3zy(x, y,z)2 Р(х)]> VxP(x)}; Th 13 
arfayvdly(x, y, z) > P(x)] 2 VxP(x)}; Th 14 
3xvy(vz[yGs y. z) 2 Р(х)] > VxP(x)); Th 14 
3xvyaz[(y(x, y. z) > P(x) > vxP(x)); Th 13 
3xvyazvv((v(x, y, z) Р(х)) > P(v)}; Th 15 
Repetăm acum aceste operaţii în raport cu formula nou obținută. Fie ó(x, у, z, v) 


M 


DIC ON UA з а 


matricea formulei de mai sus (ie. (у(х, у, z)> Р(х))> P(v)). Fie acum О un simbol 
predicativ diadic care nu apare în 5. 

ax[vy[3zVvd(x, y. z. v) Q(x, у)] э vv у)] 

3x3y [G3zVvé(x. у, z, v) э Q(x, y)) o V(x у)]; Th 13 

3x3y 3zvv ([б(х, y,z,v) > Q(x, y)] > VyO(x, у)); Th 13, Th 14 


* Pentru substitutia unei formule elementare a Lp cu o formulă arbitrară a £ comp. 3.3.2., reg. a3. 
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3xay3zv vvw([ó(x, y,2z,v) > Q(x, y)» Q(x,w)); Th 15. 
Si deci forma normală Skolem a formulei a este: 
Sxayse ууу» (Их, у, z)> Р(х) > РО) > (x, у> О(х,»)) 


Remarcá. 

Dată fiind formula @, am construit mai întâi formula œ, după cum urmează. Întrucât 
prexiful formulei œ (aflată deja in forma normală prenexă) nu începe cu un cuantificator ,, 3", 
avem, corespunzător n =0 și deci vom considera un predicat monadic P(x) care nu apare în 
formula y si conswuim astfel о. Întrucât a, are forma echivalentului stâng din Th 13, prin 
aplicarea acestei teoreme obținem, corespunzător, formula din 2, în care, în locul „Y” apare 
»3". Apoi, în primul conditional din formula care succede cuantificatorului existential (ie. 
formula din acolade) considerăm cuantificatorul universal ,, Vy ” ca prefixând formula д (i.e. 
3z7(x, y. z)). Conditionalul are, din nou, forma echivalentului stâng din Th 13. De unde, prin 
aplicarea Th 13 asupra acestui conditional obținem formula din 3. Acum, formula care 
succede cuantificatorului „3y” din primul conditional din formula 3 (adică formula 
3z y(x, у,2) > P(x)) are forma echivalentului stâng din Th 14. De unde, prin aplicarea Th 14 
asupra acestui conditional obținem formula din 4, prin schimbarea lui ,,4z” cu ,, Vz”. Ínsá in 
4 domeniul cuantificatorului ,,4x” este o formulă de forma echivalentului stâng din Th 14 
(i.e. formula din acolade). Si deci încă o aplicaţie a acestei teoreme asupra formulei din 
acolade transformă cuantificatorul „3y ” în „Vy ”. Apoi, printr-o nouă aplicare a Th 13 asupra 
formulei din acolade, din 5, obținem formula din 6, al cărei prefix este prefixul formulei @ în 
care primul V devine 3. Таг formula din acolade, din 6, are forma echivalentului stâng al Th 
15. De unde, prin aplicarea Th 15 scoatem cuantificatorul universal din subformula VxP(x) în 
prefix şi redenumim variabila x, pe care o leagă acest cuantificator, în v (deoarece x apare 
liberă їп y(x, y, z) 2 P(x)). Obfinem astfel formula din 7, al cărei rang este cu o unitate mai 
mic decât rangul formulei œ. Această formulă, fie a, , este în forma normală prenexá, în care 
n =1 şi astfel considerăm acum un predicat diadic, Q(x, у), care nu apare in 6 şi repetăm 
algoritmul de mai sus, obținând, în fine, forma normală Skolem a formulei a. 


Corectitudinea şi completitudinea sistemului axiomatic Q 


Teorema corectitudinii. Dacă |- a, atunci Fa. 
Demonstraţie. Ceea ce trebuie demonstrat este următorul fapt: axiomele sunt formule 
valide ale £, iar cele două reguli de deducție conservă în concluzie adevărul premiselor. 


Demonstrarea validității axiomelor. 

Demonstrarea validității axiomelor Ax1-Ax3 este cea din 2.3.3. cu mențiunea cá 
formulele considerate sunt formule ale logicii predicatelor, deoarece, aşa cum am văzut în 
3.1.2., aceste formule pot fi doar adevărate sau false într-un model M si o asignare 4 їп M, iar 
regulile de adevăr ale operatorilor logici ai logicii propozitiilor sunt înglobate in £, (logica 
predicatelor fiind o extensie a logicii propoziţiilor). 

Univ 1; Vxa(x) 5 a(x/t); t este liber pentru x in a(x) (comp. exemplul 3 din 3.1.2.). 

Univ 2: Vx(a В) 2(a2 Vxf); x nu apare liberă їп a (comp. exemplul 1 din 
3.1.2.). 
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Demonstrarea validității regulilor de deducție 

Trebuie arătat că orice formula obținută prin aplicarea unei reguli de deducție conserva 
în concluzie validitatea premisei (premiselor). 

Modus ponens. Dacă a şi а> f sunt formule valide atunci 3 este validă, fapt ce 


rezultă imediat din regulile semantice ale operatorului > . 
Gen. Fie a(x) o formulă arbitrară a £, care confine variabila liberă x. Fie M = (9,1) 


un model arbitrar. Presupunem că @(x) este adevărată in M. Atunci, prin definiţie [o(x)]^ =1 
pentru orice 4 în M. Respectiv, dacă 4/ este o asignare arbitrară iar V este o x-variantá a lui 
и, atunci [o(x)]" =1, pentru orice v (x-variantă a lui р). Si deci [Vxo(x)]^ =1, pentru 
orice и. Cum M este un model arbitrar, rezultă cá vxa(x) este adeváratá in orice model (i.e. 
valida) (Si reciproca poate fi similar argumentata). 

Remarcă. Dacă a(x) este formula de mai sus, atunci vxa(x) este inchiderea ei 
universală (Dacă x nu este liberă in с, atunci Vxa(x)=a(x)). Prin închidere universală a 
unei formule a f£, înțelegem, în general, prefixarea formulei respective cu cuantificatori 


universali pentru toate variabilele ei libere. În acord cu cele spuse mai sus avem: @ este 
validă ddacă închiderea ei universală este validă. 


Completitudinea sistemului axiomatic Q 
Lema 1. Orice instantiere a a unei formule valide а С, este o teoremă a sistemului О. 


Demonstraţie. a rezultă deci dintr-o formulă validă f а £, prin substituție. Fie 5 
sistemul axiomatic (corect şi complet) de logică propozițională din 2.3.2. Prin teorema de 
completitudine, Ø este o teoremă a lui S. Există deci o demonstraţie a acestei formule în S. In 
această demonstraţie facem aceleași substitutii de formule ale logicii predicatelor pentru 
variabilele propozitionale ca acele substitutii făcute în obținerea lui œ din J, iar pentru toate 
celelalte variabile propozifionale din demonstraţie, care nu apar în f, punem formule 
arbitrare. Sirul de formule care rezultă este o demonstraţie a fonnulei с. E ușor de constatat, 
această demonstrație nu utilizează decât schemele de axiome 1-3 şi MP. 

Lema 2. Dacă non +: ~g (unde —a este o formulă închisă), atunci sistemul О, 
obtinut din Q prin adăugarea formulei œ са o nouă axiomă, este consistent. 

Demonstraţie (contrapozitie). Presupunem că sistemul Q' este inconsistent. Rezultă cá 
există о formula f|, astfel încât tof si F omp . Însă | 4B 2 (48 5 ^a) (prin Lema 1, 
deoarece este о instantiere a formulei valide a £,: q> (Ag 2 p). Si astfel Бота (printr-o 
dublă aplicare a MP). Si deci a F ga (fiindcă F ga, iar Q' este Q plus a). Cum ng 
este o formulă închisă (prin presupozitie), rezultă cá şi a este o formulă închisă. Si astfel, 
prin Teorema deducfiei, +. „@ 2 ^a. Însă -ola э-а)>-а, prin Lema 1. Si deci, ca mai 
sus, К g 1@, ceea ce contrazice ipoteza lemei. 

Similar, dacă non | , 2, atunci Q' (i.e. Q plus —a) este un sistem consistent. 


Definiţie. Un sistem axiomatic Q este (sintactic) complet ddacá pentru orice formulă 
închisă a are loc: | 9@ sau ропа. 

Lema lui Lindenbaum. Orice sistem axiomatic О admite o extensie consistentă şi 
completă Q' . 

Demonstraţie. Considerăm mai întâi o listă a tuturor fonnulelor închise ale sistemului 
Q, fie acestea @,,@,,.... Definim apoi un şir de sisteme Q,,Q,,Q,,..- în felul unnator: 


186 


Q =Q 

О =Q, U@,,,, dacă sistemul astfel obținut este consistent (ie. non } о 7@,,,) 

Qn = О, , în caz contrar. 

Fie acum Q'- UQ,(i = 0,1,2....) 

a) o este consistent. 

Demonstrația se rezumă la a arăta că toate sistemele Q, sunt consistente (pentru cá 
orice demonstrație de inconsistentá, fiind un sir finit de formule, este o demonstraţie în vreun 
QJ. 

Inductie 1. О„(= О) este consistent (prin asumptie) 

2. Dacă Q, este consistent, atunci Q,,, este consistent, deoarece Q,,, se 
obține din Q, prin adăugarea formulei a 


ntl? 


demonstrabilá їп О, . De unde, prin Lema 2, obținem rezultatul. 


cu condiția cá —0,,, nu este 


n+l 
b) о este complet. 

Aceasta rezultă din definirea sistemelor Q,, căci pentru orice formulă închisă @,,,, 
dacă —G,, nu este demonstrabilă in Q., atunci @,,, se adaugă ca o nouă axiomă sistemului 
О, şi se obține Q,,. 

Formulele sistemului О şi deci şi formulele extensiilor О, sunt formule ale aceluiași 
limbaj £,. Fie acum £, = Lp UC, unde C este o mulțime infinit numărabilă de constante noi 
(i.e. care nu apar în Lp). Fie Q* sistemul О ale cărui formule sunt formule ale £. 

a) Q* este consistent. 


Reductio. Daca Q* ar fi inconsistent, atunci ar exista o formulă 5 astfel încât - Ё 
si Fo 2f . Si deci + ,. B ^ . Această demonstrație contine un număr finit de constante şi 


de variabile individuale. Înlocuim fiecare constantă din demonstrație cu o variabilă care nu 
apare їп demonstratie. Їп felul acesta axiomele sistemului Q* devin axiome ale sistemului Q 
jar regulile de deductie isi conserva aplicabilitatea. $i deci ceea ce obtinem prin inlocuirea de 
mai sus este o demonstraţie in Q a unei formule de genul ^ ^—//', unde f° este formula f 
în care nu apar constante din С. $i deci şi sistemul О ar fi inconsistent. 

b) Q* este w-complet ? 

Fie a, (x, ja, (x, Lee o enumerare a tuturor formulelor sistemului Q*, în care apare cel 
mult o variabilă liberă. Considerăm acum o ordonare a acestor variabile, astfel încât x, este 
variabilă liberă a formulei о, , dacă &, are o variabilă liberă; în caz contrar fie X, =. Fie 
acum formula: 

In = AW, a, (x, )2 a, (с, ) 
unde c j, este o constantă nouă, necontinutá în formulele 94... A 51 este diferitá de toate 


constantele c, ,..,C; | - 


Fie Qf - Q*, fie 0: = Qr Uly,....%}, fie OF, =0* оу, s). 


а) О este consistent. 


“ Comp. Definifie (mai jos). 
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Trebuie să arătăm că fiecare Q? (i =0,1,2,...) este consistent. 
Inducţie. 1. Оз este consistent (prin ipoteză). 
2. Dacă О; este consistent, atunci Q}, este consistent; unde 
Qj 79; vx.) 
Demonstrăm 2 prin reductio. Presupunem că sistemul О; este consistent iar Q*,, este 


inconsistent. Avem agadar 
1. Q2, 5 (ie. în Qt, este demonstrabilă o formulă 5) ^? 


atl 
2. Or +36 
3. Q* , - 6 2 (462 €), unde є este o formulă arbitrară (prin Lema 1). 
4. Qi, H Y, unde є este formula Y, » adică 
[Ух abe E а, lc m ) 
5. Qj. Ymi t Ya 
6. OFF X, 2 3, (У, fiind o formulă închisă) 
7. OF nu: prin (6 2 56) 2 76 şi MP, adică 
9; F A3[2Vx. "MES m ^a, (с, wh respectiv 
in О; este demonstrabilá o formulă de forma she, 2 76, |, 
echivalent Q* р TE ^ £j, ceea ce implică 


О; |. 6, (prin (me, A€,)> є) si 


O; р е, (prin (re, A є,) > €,); ceea ce înseamnă 
8. 9; H Vx, MA (x) ŞI 


9. Q; H tile.) 
10. OFF a, lx, ); 9, deoarece constanta c; nu apare in formulele у....,У, iar x, 


n 
este o variabilă care nu apare în demonstraţia formulei a, ilc 53 )in О. 

П. O* р Yx æn ex, ); 10, Gen 

12. OF кух, а, d, } 11, Th 7, 
rezultat care contrazice 8. 

Si cum toate Q* sunt consistente, rezultă că sistemul Qj; este, de asemenea, 
consistent. Q;, este însă o extensie consistentă a sistemului Q'. Si deci, prin Lema lui 
Lindenbaum, Q}, admite o extensie maximal consistentă, fie aceasta O. 

Th X, satisfiabilității. a este adevărată in M = (0,1) ddacá +, а. 

Trebuie să arătăm, aşadar, că există un model M astfel încât echivalenfa dintre 
adevărul unei formule @ în M si demonstrabilitatea formulei @ în sistemul Q are loc. 

Remarcá. Fie, in cele ce urmează, M = (о) un model Herbrand, adicá un model їп 


care domeniul Q este mulțimea infinit numárabilá a tuturor termenilor închişi iar z este 
funcţia identitate (i.e. pentru orice termen închis t are loc: t' =t)". Cum într-un asemenea 


2 Din motive tipografice sistemul in care se face demonstrația este menționat în frontul simbolului ,, F», 
1 
Comp. 3.1 2. 
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model asignárile si substitutiile coincid, vom avea, pentru orice termen *; (închis sau nu): 
(t^ —(u(t)). Iar ceea ce obținem în urma acestor operații este întotdeauna un termen 
închis. La fel stau lucrurile si cu formulele £, . Dacă, de exemplu, œ este formula elementară 
P(t,,...,t,), atunci (P(t p-st,” = Pile n). Respectiv, 

(CPG...) = Pate)... e) Prou, '.... (adr), si deci 

P(t... th") = Р! (utt, y. Qut, y). unde termenii argumente t^", echivalent (y(r,))' sunt 
termeni inchisi. Si astfel si formulele elementare care-i contin sunt formule ínchise, fiind 
astfel adevárate sau false in modelul M = (Q,2) (i.e. valoarea lor de adevár in M depinde doar 


de funcţia 1 a modelului). 
Pentru formulele elementare P(4,...,1,) vom considera în cele ce urmează cá 


[P(t,....,t,)]^ 21 ddaca - p ple” nudi. ) şi va trebui să arătăm că această echivalență are loc 
pentru orice formulă. Însă cur toate teoremele sistemului Q* sunt teoreme ale sistemului Q` 
este suficient să demonstrăm echivalenta: œ este adevărată in М = (О, г) ddacă oa. 


Presupunem cá echivalenta teoremei are loc pentru orice formulă al cărei grad este mai 
mic decât gradul formulei @ şi arătăm că ea are loc şi pentru a. 

1. Teorema are loc pentru formulele elementare (prin ipoteza făcută mai sus). 

2. a) Formula @ are forma ^ 


=f =1 ddacá B=0 ddacă non + o В (prin ipoteza inducției) ddacă t- og P 


(prin compl. sint.). 
b) Formula а are forma J > y. 


B2>y=0 ddacá B=1 şi y=0ddacă + oF şi non F , y (prin ipot. ind.) 
ddacă " К B şi F ow (prin compl. sint.) ddacá H 270822) (prin 
B>by>AB827)) şi MP. Si deci BD у=1 ddacă non К mE y) 
(contrapoz) ddacá Fy В > y(prin compl sint.). 
c) Formula a are forma Vxf. 
Fie a formula Vx. a. lx, ). Şi deci x = x, iar J este a, (x, ). 
1. Раса @ este adeváratá їп M, atunci us a. 
Reductio. Presupunem cá a este adevărată şi non + g^ Rezultá cá 
kg (prin compl. sint), adicá +. vx, a, x, ). Însă, prin y, , obținem Ena, (x, ). Însă 
Vx a. (х) (i.e. formula @) este adevărată (prin presupozitie). Si astfel este adevărată in М 
şi formula а, c ) (prin Exemplul 3, 3.1.2). Si deci ЖА a, (x, ) , ceea ce contrazice ideea 
consistenfei sistemului Q'. 
2.Dacà К g 9^ atunci a este adevărată in M. 
Reductio. Presupunem cá | ga şi @=0 in M. Din falsitatea formulei 


a, adică Vx, a, (x, ), în modelul Herbrand M = (9,1) conchidem că există un termen re Q, 


astfel încât a, (x, It) este falsă (comp. Remarcá 3.1.2). Însă Fg Vx, а, (x, ) (prin presupoz). 
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Si deci К о C x, / t) (prin Univ. 1). Asadar, formula @„ (x, / 1) este adevărată іп M (prin 


ipot. ind), ceea ce contrazice propria-i falsitate, mai sus obținută. 

Cum echivalenta teoremei are loc pentru Q , rezultă cá ea are loc pentru Q* şi deci 
pentru Q. 

Corolar (completitudinea sistemului Q). Dacă F a, atunci 00. 


Demonstraţie (reductio). Cum orice formulă este validă/demonstrabilă dacă şi numai 
dacă închiderea ei universală este validă/demonstrabilă, e suficient să considerăm doar 


formulele închise. Fie, aşadar, œ o formulă validă închisă. Presupunem non t g^. atunci 


prin adăugarea formulei —a са o nouă axiomă la sistemul О obținem un sistem Q' consistent 
(prin Lema 2). Şi deci următoarea echivalență are loc (prin teorema 7, -satisfiabilitatii) 


mar este adevărată în М =(Q,1) ddacă |- a 


Însă, cum @ este o formulă validă, a este adevărată în M -(Q, i). Imposibil, @ si —a nu 


pot fi simultan adevărate într-un model. Si deci a este o teoremă a sistemului О. 


Corolar (Teorema Lówenheim/Skolem). Dacă a este satisfiabilă, atunci @ este ж, - 
satisfiabilă. 

Demonstraţie. Presupunem că а este satisfiabilă. Există deci un model M în care a 
este adevărată. Cum pentru un model M are loc: @=1 ddacá ~g =0,rezultăcă а si —a nu 
pot fi simultan adevărate. Si deci, dacă a este satisfiabilă, atunci @ este consistentă. Si 
astfel, prin Th. 7,-satisfiabilitátii, œ este 7, -satisfiabila. 

Remarcă. Demonstrația de mai sus a completitudinii sistemului axiomatic Q este o 
demonstraţie tip Henkin’. Aceste demonstrații se bazează pe construcția unor mulțimi 
consistente si deci satisfiabile de formule ale £,, aşa cum, într-o formă simplificată, am 


procedat în demonstrarea completitudinii în logica propozitiilor (comp. 2.3.3). Prezentám, mai 
jos, o altă demonstraţie de completitudine (tip Henkin) a sistemului axiomatic Q. De data 
aceasta vom utiliza mecanismul teoretic din 2.3.3. 


Completitudinea sistemului axiomatic Q (variantă) 

Prin £, vom înțelege în continuare un limbaj al logicii predicatelor, similar celui 
descris în 3.1 cu următoarea mențiune: mulțimea T a termenilor logici contine doar variabile 
individuale. Extindem acest limbaj în limbajul дь = Lp UC unde C este o mulțime infinit 
numărabilă de constante fe, Car: Corespunzător, formulele £, vor confine ca argumente si 
elemente ale mulțimii С. Univ J, de exemplu, are acum forma Уха 2 o(x/t), unde t este 
orice variabilă y sau orice constantă ce C. Similar, Th. 1 are acum forma o(x/t) > Эха. 
Dacă : este o constantă ce С, atunci vom avea a(c)> 3xa (unde x este o variabilă care nu 
apare în a) etc. 

Fie Q* sistemul axiomatic О, dar ale cărui formule sunt formule ale £p. 

Lemă. Dacă Q este consistent, atunci Q* este consistent. 

Demonstraţie (contrapozitie). Presupunem că sistemul Q" este inconsistent. Există 


deci o formulă а* astfel încât + gi a şi H "ard şi deci H ev Ana, Cum orice 


2 Comp. L. Henkin, The completeness of the first-order functional calculus, The Journal of Symbolic Logic, 
14/1949, 159-166. 
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demonstrație este un şir finit de formule, demonstraţia in Q* a formulei @* л—@* va confine 
un număr finit de constante, fie acestea c,,...,c, , şi un număr finit de variabile individuale. 
Alegem acum n variabile individuale din £,, în care este construit sistemul Q, si care пи apar 
în demonstraţia formulei @ A--&*. Fie acestea A, se My» Ínlocuim acum, corespunzátor, 
fiecare constantă c, , care apare în demonstraţia formulei @* ^a^, cu variabila x, din şirul 
ales (i, <k <i,). Această înlocuire transformă axiomele sistemului Q* în axiome ale 
sistemului О. Fie @ formula care rezultă din formula a” , in unma acestei înlocuiri. E clar, în 


acest fel demonstraţia formulei @* л--@* din sistemul Q* trece în demonstraţia formulei 


a ^-AQ în sistemul Q. Și astfel sistemul Q este inconsistent. 

Demonstrarea Lemei lui Lindenbaum este, în esenţă, cea din 2.3.3. Însă, în logica 
predicatelor această demonstraţie reclamă anumite precautii Respectiv, din faptul cá o 
formulă de forma Уха nu aparține unei mulțimi maximal consistente Г trebuie să putem 
conchide că o formulă a(x/c), unde ce C, nu aparține mulțimii Г. Însă acest lucru nu are 


loc pentru orice mulțime maximal consistentă de formule, тойу pentru care, în cele ce 
urmează, vom avea in vedere doar mulțimi @-complete. 


Definiţie. O mulțime de formule A se numește -completă dacă are loc: dacă 
formulele a(x/c) aparțin mulțimii A, pentru orice constantă c € C, atunci si formula Уха 
aparține mulțimii A. 

Echivalent: Dacă formula Nxa nu apartine mulţimii A, atunci există o constantă 
ce C astfel încât a(x/c) nu aparține mulțimii A. 

Remarcă. Uneori ideea @-completitudinii apare exprimată astfel: dacă o formulă de 
forma Эха: aparține mulțimii A, atunci există o constantă сє С, astfel încât formula a(x/c) 
este un element al mulțimii A (sens care rezultă din definiţia de mai sus). 


Lema lui Lindenbaum (variantă). Orice mulțime Q* -consistentă A de formule admite 
o extensie maximal Q* -consistentă si @ -completă Г, astfel încât ACT %. 

Demonstraţie. Mulțimea de formule ale £, este infinit numărabilă si deci putem 
presupune o ordonare a lor în lista: @,@,,@,,... . Considerăm că toate formulele din A sunt 
închise ^. Alcătuim apoi un şir infinit de mulțimi de formule A,,A,,A,,..., în modul indicat 
mai jos. Plecând de la mulțimea A, construim mai întâi şirul A), A, Aj)...» astfel: 

A, =A 

A! =A u(a(x/ c)> Уха}, dacă cea de-a (n + 1)-a formulă din listă este Ухо; unde 

c este prima constantă a șirului c,,c,,... care nu apare 
nici їп Vxa , nici în formulele din Aj. 

АТ! = AY, dacă cea de-a (n+1)-a formulă din listă are altă formă logică. 

Fie acum A, =UA, (i =0,12,...) 

1. Fiecare din mulțimile A, este О" -consistentă. 

Argument (inducţie). 

2 Comp. 2.3.3. 


Ei Fapt care nu restrânge generalitatea demonstraţiei, căci dacă admitem ca A să conțină variabile libere, atunci 
înlocuim toate constantele (diferite între ele), care apar în aceste formule, cu variabile (diferite între ele). 
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a) Mulțimea A, =A este Q* -consistentă (prin presupozitie). 
b) Dacă mulțimea Aj este Q*-consistentá, atunci si At! este Q* -consistentă. Cazul 
în care cele două mulțimi coincid este evident. Sá considerăm celălalt caz, in care 
Ат! = A ula(x/c)> Уха}. Presupunem cá А"! este Q*-inconsistentá. Rezultă 
că există o formulă / astfel încât 
1. A, a(x/c) 2 Vxa j- B şi 
2. A, a(x! c)2 Уха Hp, respectiv 
3. Ay, a(x/c) 2 Yxa + Barf; Е, 
4. AL (a(x/c)> Vxa)2 (8 ^^f); Th. ded. 
5. Ар (а(х/ y)2 vxa)2 (B ^—8); din 4, prin înlocuirea constantei c din a(x/c) 
cu o variabilá y care nu apare anterior in nici o formula. 
6. A + Vy[(a(x/ y) > Vxa)2 (8 ^—£)]; 5, Gen 
7. Лу 3Y(a(x/ y) > Уха) > (B ^B); 6, prin Th 14, MP. 
8. A; l- (vya(x/ y)2 Vxa) 2 (B ^—); 7, prin Th 13, Th. Înloc. 
9. A F B^;8, Th 7, MP. 
Si astfel, din presupozitia Q* -inconsistentei multimii An! a rezultat Q* -inconsistenta 
mulțimii A. De unde, prin contrapozitie, rezultă b). 
Remarcă. Trecerea de la 4 la 5 este perfect justificată, deoarece prin înlocuirea într-o 
demonstraţie a unei constante cu o variabilă nouă axiomele se transformă în axiome iar 
regulile de deducție isi conservă valabilitatea. Si deci dacă este deductibilă o formulă care 


conține o variabilă c, atunci este deductibilă şi formula obținută prin înlocuirea constantei cu o 
nouă variabilă. 


2. Mulțimea A, este Q* -consistentă. 

Argument. Dacă A, ar fi Q*-inconsistentá, ar exista o submulțime finită a acestei 
mulțimi, care ar б О“ -inconsistenta. Însă, am văzut mai sus, acest lucru nu este posibil, 
deoarece toate mulțimile A, sunt Q* -consistente. 

Acum, construcţia șirului de mulțimi de formule A,,A,,A,,... are loc exact ca în cazul 
logicii propozitionale. Respectiv, construită fiind mulțimea A,, mulțimea A,,, se obține prin 


adăugarea la A,, a formulei a, 


n+l? 


dacă rezultatul obținut este o mulțime Q* -consistentă; în 


caz contrar cele două mulțimi, A,,, $i A, , coincid. 

Fie I =UA;(i = 0,1,2,...), adică Г este mulțimea tuturor mulțimilor A,,A,,A,,.... 

Acum, demonstrarea Lemei lui Lindenbaum se desfăşoară ca în logica propozitiilor. 
Multimea Г este aşadar maximală gi Q*-consistentă. Mai mult, Г este @-completé. 
Respectiv, dacă toate formulele a(x/c) aparțin mulțimii Г, atunci si formula Ухо; aparține 
lui Г. Echivalent, dacă Уха nu aparține lui Г, atunci există сє С astfel încât æ(x/c) nu 
este in Г. 

Argument. Presupunem cá Vxa£ Г. Rezultă că -Ухає Г (prin maximalitatea lui 
Г). Presupunem că Ухо este a n-a formulă a sirului considerat. In acest caz, pentru o 


constantă ce С, formula a(x/c)> Ухо aparține mulțimii A’, (în acord cu construcția acestei 
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mulțimi) si deci aparține mulțimii Г. Din faptul că formulele a(x/c)2 ухо si Уха 
aparțin lui Г rezultă cà —a(x/c)e Г şi astfel a(x/c)e Г. 


Teorema satisfiabilității. Orice mulțime О" -consistentă de formule А este X,- 


satisfiabilă (Le. satisfiabilă în domeniul numerelor naturale). 

Demonstraţie. Demonstrația este similară celei aferente din logica propozitiilor 25 е, 
aceasta rezidă a a arăta са echivalenta dintre adevărul unei formule si apartenenţa ei la o 
multime consistenta are loc. 


În acord cu Lema lui Lindenbaum, mulțimea Q*-consistentà A admite o extensie 
maximal Q* -consistentă şi @-completa Г. Va trebui să arătăm că pentru orice @ are loc: 
а =1 ddacă cel 
Inductie (pe gradul formulei a) 
1.Cazul n = 0. Considerăm toate formulele elementare care aparțin mulțimii Г şi le 
atribuim valoarea logică adevărat; cele care nu aparțin acestei mulțimi le asignăm valoarea 
logică fals. 
2.Cazul n > 0. Formula 0 are una din următoarele forme: —f, fy sau Vxf. 
Presupunem că teorema are loc pentru Д si y, al căror grad este strict mai mic decât gradul 
lui & (ipoteza inducției) şi arătăm că ea are loc şi pentru с. 
a) a are forma ~f 
—J =1 ddacà /j-0 (prin definiția semantică a —) ddacă fe Г (prin ipoteza 
inducției) ddacă дє Г (prin max lui Г). 
b) a are forma 2 y 
B>y=l ddacà B=0 sau у=1 (def. sem. a >) ddacà fe sau yer 
(prin ip. ind.) ddacă 5 > yer. 
c) a are forma Vxfj. 
1. Presupunem cà Vxa eT. Si deci f(x/c)e Г, pentru orice ce C (prin 
Univ. 1 si MP). Însă gradul formulelor В(х/с) este strict mai mic decât gradul lui a si deci 
toate aceste formule sunt adevărate (prin ipoteza inducției). Însă, in acest caz, si formula Vx 
este adevărată (în acord cu semantica formulelor cuantificate universal). Aşadar, are loc: Dacă 
ҮхВєГ, atunci Ух =1. 
2. (Conversa lui 1). Dacă Vxfj-1, atunci УхДє Г. Prin contrapozitie 
obținem: Dacă Vxfig Г, atunci Ухд 20. Presupunem că Vxfig Г. Există deci un ce C 
astfel încât f (x/ c)e Г (prin @ -completitudinea lui Г). Si deci f(x/c)- 0 (prin ipoteza 
inducției). Si astfel Vx =0. 
Teoremă. Dacă non | . &, atunci —Q este Yo -satisfiabild. 


Demonstraţie. Presupunem că non I- o €. Rezultă că {ia} este Q* -consistentă (in 


formulei a). De unde, prin Teorema satisfiabilitafii, —a este y, -satisfiabilà. 


Teorema de completitudine a sistemului Q*. Dacă Б a, atunci gt a. 


Demonstrație. Dacă a este o formulă validă, atunci negația ei, —@, este 
nesatisfiabilà. Şi deci a este Q* -demonstrabilà (rezultat obținut din Teorema de mai sus). 


25 Comp. 2.3.3, Lema 2. 
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* 


Din faptul cà teoremele sistemului О sunt teoreme ale sistemului Q* rezultă 


completitudinea sistemului axiomatic Q. 


3.3.2. Sistemul Hilbert-Ackermann 

Logica predicatelor, aşa cum a fost ea elaborată de Hilbert si Ackermann în 
Grundzüge...?6, utilizează următoarele categorii de simboluri: p, 9, r, .., pj; p, ,... (simboluri 
pentru variabilele propozitionale), x, y, z, .... XX ... (simboluri pentru variabile individuale), 
P(x), О(х,у), R(x, x,,2,).... (simboluri pentru predicate)", la care se adaugă simbolurile 
operatorilor logici: —A^,v, 2,2, V,3. 

Formulă a Lp 

a) Orice variabilă propozițională este o formulă. 

b) Orice simbol predicativ (secondat de variabile individuale) este o formulă. 

c) Dacă a este o formulă, atunci —a este o formulă. 

d) Dacă a şi В sunt formule, astfel încât nici o variabilă individuală nu apare 


simultan legată în una si liberă în cealaltă, atunci av J, «^f, ADB si а= f 
sunt formule. 
e) Dacă a(x) este o formulă in care variabila individuală x apare liberă, atunci 


Vxa(x) si 3xa(x) sunt formule. 
Sistemul HA 


Axiome. A. (py p)>p 


A. po(pva) 
A. (руд) > (av p) 
4. (p>a)>lrvp)a(rva) 
А,. VxP(x) 5 P(y) 
A. Р(у)> ЭхР(х) 
Reguli de deductie. 


a) Regulile substitutiei 

al. Dacă a este o formula care confine o variabilă propozițională p iar /j este o 
formulă arbitrară, atunci p poate fi înlocuită cu J in formula œ, cu următoarele condiții: 
înlocuirea se face în toate ocurentele variabilei p iar cele două formule, a si J, n-au 
variabile individuale comune. 

a2. Dacă a este o formulă care conține o variabilă individuală liberă x, atunci x poate 
fi înlocuită cu o altă variabilă individuală y, cu următoarele condiții: înlocuirea se face în toate 
ocurentele Іш x în formula @ , iar variabila y nu apare legată în a. 

a3. Dacă a este o formulă iar P este un simbol predicativ n-adic care apare în a, 
atunci P poate fi înlocuit în a cu o formulă £ care are cel putin n variabile libere. Înlocuirea 
se face astfel: fie z,...., Za++ (k 20) variabilele libere din 2, fie z,,....z, n variabile alese din 


toate variabilele libere din 8. Dacă P(w»... w,) este o осшепјӣ arbitrară a lui P în formula 


% Cf. Hilbert şi Ackermann, Grundzii ge der theoretischen Logik, New York, Dover Publ., 1946. 

Strict vorbind, pentru variabile propozitionale Hilbert si Ackermann utilizeazá majusculele latine, pentru 
variabilele predicative majusculele latine cu argumente si câteva categorii de simboluri ale alfabetului gotic 
pentru diferite categorii de metavariabile. Simbolismul adoptat aici este simbolismul uzual a] lucrării noastre, 
tocmai pentru o mai uşoară conexiune a acestor rezultate cu cele din capitolele precedente. 
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a, atunci înlocuim P(w,,...,w,) cu (wiss W, 2,1... 2,1): Substitufia trebuie să satisfacă 
următoarele condiții: înlocuirea lui P cu 2 se realizează în toate ocurentele lui P în a iar a 
şi Д nu au variabile individuale în comun. 


b) Modus ponens (MP) 
а, ао д 
В 

c) Reguli pentru cuantificatori 

cl. Dacă a > f(x) este o formula arbitrară, astfel cà x este variabilă liberă in f si nu 
apare deloc in @, iar y este variabila x sau o altă variabilă care nu apare liberă in œ sau nu 
apare deloc in f(x), atunci formula œ > УуД(у) poate fi dedusă. 

Schematic: a> B(x) 


a> Vyf(y) 


c2. Sub aceleaşi restricții din cl, din B(x) > a se poate deriva Эхд(х)> a. 


Schematic: B(x) Da 


Ax B(x)> a 


d) Regularedenumirii variabilelor legate. 

Dacă într-o formulă a variabila individuală x este variabilă legată, atunci x poate fi 
înlocuită cu o variabilă arbitrară y, cu următoarele condiţii: înlocuirea se face în toate 
ocurentele legate ale variabilei x (i.e. in cuantificator şi în întreg domeniul său) iar y este fie o 
variabilă nouă în @, fie apare în œ dar ca variabilă legată printr-un cuantificator al cărui 
domeniu nu se intersectează cu domaniul cuantificatorului inițial. 

Exemplu. æ :YxQ(x, y) > IzR(y, z) 

Variabila legată x din antecedentul formulei @ poate fi redenumită cu z, deoarece desi 
z apare in @, apare ca variabilă legată prin cuantificatorul existential, al cărui domeniu nu 
interferă cu cel al cuantificatorului universal. 

Remarcá. Sistemul HA este o extensie a sistemului HA de logică a propozililor, 
format din primele 4 axiome plus regula MP si regula substitufiei pentru variabile 
propozitionale. Operatorii primitivi sunt — si v, redarea primelor 4 axiome cu ajutorul > 
fiind doar o forma abreviatà??. Regulile de deducție ale sistemului HA sunt cele expuse de 
autori dar cu corecfiile ulterioare reclamate de incorecta lor formulare în primele două ediţii 
ale lucrării Grundzüge... 


Teoreme şi reguli de deducție derivate ale sistemului HA 


Regula c; @(х) 
vya(y) 
1. a(x); as 
2. a(x) 3[a(x) v X p v ^p)]: 1 prin A, 
3. a(x)v -Xp v p); 1, 2 MP 


? Cf. Hilbert; Ackermann, op. cit., Cap. 1, $ 10. 
% Cf. A. Church, Introduction to Math. Logic, Princeton, 1956, 289 nota 459; G.T. Kneebone, Mathematical 
Logic and the Foundation of Mathematics, London, 1963, 66. 
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4. -(pv-p) vax); 3 prin A, 
5. (pv p)» a(x); 4. £, 

6. (pvp) э Vya(y); 5c1 

7. pv op; Е, 

8. Vya(y); 6, 7 MP 


Remarcá. In paşii 5 şi 7 am indicat “ £,”, ceea ce înseamnă: orice teoremă a logicii 


propozitiilor (echivalent, prin corectitudinea L£, : orice formulă validă a £, ) poate fi utilizată 


în demonstrațiile din HA (întrucât HA este o extensie a unui sistem axiomatic de logică 
propozițională). 


Regula d* VxP(x)2 Ply) 


VyP(y) > P(x) 
1. VxP(x) 2 P(y); as 
2. VxP(x)2 P(z); 1, a2 
3. VyP(y)> P(2);2, d 
4. VyP(y) 2 P(x); 3, a2 


Th. 1. Vx(P(x) v ^P(x)) 
1. PYP; Е, 
2. Р(х) Р(х); 1al 
3. vx(P(x)v =Р(х)); 2 e 


Th. 2. VxP(x) > 3xP(x) (Aj. As. £,) 


Th. 3. Vx(p v P(x)) > (p v VxP(x)) 
1. Vy(p v P(y) 3(pv Р(х)); А, a3, d” 
. VY(pv Р(у))> (Co v P(x); 1, £, 
. Vy(p v Р(у)) > (=p > P(x); 2, £, 
А [v»(p v Р(у))л-р]> Р(х); 3, £, 
erros Nae 
. Vx(p v P(x)) > (pv YxP(x)); 5 £,, d. 


) 
) 
) 
) 


QV л A U N 


Th. 4. Vx(p > P(x)) > (p 2 YxP(x)) (Th. 3, p/—p) 
Th. 5. p 2 Vx(p v P(x)) (exercițiu) 


Th. 6. Vx(p v P(x)) &(p v vxP(x)) 
1. VyP(y) S P(x); А,, а” 
2. (p v VyP(y)) > (р-у P(x); 1 prin a3 
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3. (pv VxP(x)) > (pv P(x)); 2. d 
4. (pv VxP(x)) > va(p v Р(х)); 3, c 
De unde, prin Th. 3 obtinem Th. 6. 


(vxP(x) 2 vxQ(x)) 
(Р(х) > О(х)); din А, 
2. P(x)>[vy(P(y) > О(у))> Q(x); 1 prin £: [p2 (a2 )] [a 5 (o >r) 


[vy(P(y) > О(у)) > O(x)]; 3. 2 £, 
5. [¥yP(y) a Уу(Р(у) > О(у) a |. 4 E, АЕ ЕРЕ 
P( 


> 0(х))]э 
^Vx(P(x) > О(х)) |, 
8. vx(P(x) > О(х)) > (vxP(x) 2 VxO(x "s 7 prin echiv. £, din 5. 


Th. 8. a) ЭхР(х)= ^ Vx-P 
b) Зх—Р(х)= —VxP 
c) —3x—P(x) = VxP(x 
d) A3xP(x) = Vx-P( 
(exercitii) 


Th. 9. Vx(P(x) > Q(x)) > (AxP(x) > axQ(x)) 
1. (Р(х) > O(x)) 2 Q(x) 2—P(x)); £,, a1 
2. Wal(P(x)> O(x)) > C:9(3) > —\Р(х))]; 1, с; 
3. vx(P | Son )) > vx(^9(x) > -P(x)); 2, Th. 7 
4. Vx(P(x) > Q(x))  (vx-Q(x) > vx^P(x)); 3, Th. 7, L, 
5. (vxQ(x н) —vxAP(x) 2 *vx-Q(x)); £, al 
6. ^ VxAP(x) = 3ixP(x); A vxAQ(x) = 3xQ(x); Th. 8 a 
7. Vx(P(x) > Q(x)) > (AxP(x) > 3xQ(x)); 5, Înloc. Echival. 


Th. 10. ¥x(P(x)= Q(x)) > (AxP(x) = 3xQ(x)) 


Rd a(x)> B(x) 
3x Ax) > 3xfilx) (exercitiu) 


Th. 11. Vx(P(x)^ Q(x)) = (vxP(x)^ vxQ(x)) (exercițiu) 
Th. 12. Vx(P(x) = Q(x)) > (vxP(x)& vxo(x)) 
Th. 13. Vx(P(x)v Q(x))  (VxP(x) v 3yQ Gy) 


1. Vx(AP(x) > Q(x)) > (3x4P(x) > 3xQ(x)); Th. 9, P(x)/-P(x) 
2. Vx(P(x)v О(х)) > (^3x4P(x) v 3xQ(x)); 1, Th. 8 d, L 


197 


3. Vx(P(x)v Q(x)) > (vxP(x) v 3xQ(x)); 2, Th. 8c 
4. Vx(P(x)v Q(x)) > (vxP(x) v 3yQ(y)); 3, Reg. d 


Consistenta si completitudinea sistemului axiomatic HA 


Consistenta sistemului HA 
Ceea ce trebuie arătat este următorul lucru: nu există nici o formulă B a Ly astfel 


încât în sistemul HÉ sunt demonstrabile ambele formule, В $i ^. 

Demonstrația consistentei acestui sistem Hilbert si Ackermann o fac printr-o 
interpretare aritmetică a entităților sintactice ale sistemului: p, q, r... sunt aici variabile 
aritmetice care iau valoarea 1 sau 0. p v q este produsul aritmetic p:q; ~p =0 dacă p=1 si 
—p=1 dacă p=0. Din expresiile cuantificate eliminăm cuantificatorii, iar simbolurile 
predicative sunt considerate, aidoma variabilelor propozitionale, variabile aritmetice care pot 
lua valorile 1 sau 0. 

Pe baza acestei interpretări aritmetice putem arăta că toate formulele @ demonstrabile 
în system (ie. toate teoremele) au o proprietate comună: iau constant valoarea 0 (abreviat: 
id,(a)). A arăta acest lucru se reduce la a arăta că toate axiomele au această proprietate şi că 
orice formulă obținută din axiome cu ajutorul regulilor de deducție are această proprietate. 

De exemplu, prima axiomă A,:(pv p)> p, în notația neabreviată —(pv p)v p, 
devine —р: p si care are valoarea 0. Aşadar, id, (A, ). La fel celelalte (exercițiu). 

Regula de deducție MP în notația neabreviatà: din a $i mav p se obține В, 
conservă în concluzie proprietatea id, a premiselor. Presupunem că id, (a) şi ide (бау p). 
De aici deducem id,(—a) (ie. dacă a ia constant valoarea 0, atunci —@ ia constant valoarea 
1). Şi deci valoarea formulei —avf este identică cu valoarea formulei Ø (deoarece 
1: B = В). Însă, cum id) («v f) rezultă că id,(f). 

Prin interpretarea de mai sus, regulile substitutiei al si a3 ilustrează substitutia din 
logica propozitiilor’®. a2 si d nu afectează in nici un fel o formulă în interpretarea aritmetică, 
iar cl şi c2 conservă, trivial, proprietatea id,. 

Cu aceasta consistenţa sistemului HA poate fi astfel argumentată: întrucât două 
formule, din care una este negația celeilalte, nu pot avea simultan valoarea 0, rezultă că în 


sistemul HA пи poate fi demonstrată atât o formulă cât şi negația ei. Si deci НА este 
consistent. 


Completitudinea sistemului HA 

Hilberi şi Ackermann deosebesc două sensuri în care se poate defini completitudinea 

unui sistem axiomatic: 

1 Sistemul este complet dacă demonstrează toate formulele valide. 

2. (Un sens “mai tare”). Sistemul este complet dacă prin adăugarea la axiomele 
sistemului a unei formule nedemonstrabile în sistem consistenţa sistemului se 
deconstruieşte. 

Să ne oprim mai întâi la sensul 2. 

Teoremă. Sistemul H este incomplet în sensul 2. 

Demonstrarea acestei teoreme se rezumă la indicarea unei formule @ care, în 

interpretarea aritmetică mai sus menționată, are proprietatea id,, dar care nu este teoremă a 


30 Comp. 2.3.3. 
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sistemului. O astfel de formulă este о: ЭхР(х)> VxP(x). (Cum ușor se poate constata, 
aceasta’ formulă este constant adevărată doar pentru un domeniu format dintr-un singur 
element). 

Pentru demonstrarea faptului că œ nu este teoremă a sistemului HA Hilbert și 
Ackermann indică un procedeu de transformare a formulelor logicii predicatelor în formule 
ale logicii propozitiilor. Dacă domeniul cuantificării contine n elemente (este deci finit), 
atunci transformăm cuantificatorii astfel: 

а) VxP(x) = [P(1) ^ P(2) ^... ^ P(n)) 

b) 3xP(x) = [Р(1) v P(2)v ...v P(n); Q — (12,...,n). 
dupa care inlocuim expresiile P(i) cu variabile propozitionale distincte. Fie, in cele ce 
urmează, О = {1,2}. 

Lema. Orice formulă demonstrabilă in HR devine, prin transformarea de mai sus, о 
formulă validă a logicii propozitiilor. 

Demonstrarea acestei leme se reduce la a arăta că prin transformarea de mai sus 
axiomele devin formule valide ale logicii propozitiilor iar regulile de deducție conservă in 
concluzie validitatea premiselor. 

Axiomele A, — A, sunt deja formule valide ale £, . 

Axioma A,:VxP(x)2 P(y). Din А, obținem, prin închiderea ei universală, 
Vy(vxP(x) > P(y)). Transformăm această formulă în acord cu echivalenta a) de mai sus si 
obtinem (vxP(x) > P(1))A (vxP(x) > P(2)), echivalent 

[(Р(1) л P(2) > P(1)]A [(Р(1) ^ Р(2)) > Р(2)], respectiv 
[(p ^a) > pl^[(p ^a) > а], formulă valida a logicii propozitiilor. 

Axioma А, (exerciţiu). 

Regulile sistemului. al şi a3 conservă validitatea (pe baza teoremei substitutiei din 
logica propozitiilor), căci după transformare ele pot fi redate ca formule ale logicii 
propozitiilor. Regulile a2 si d, prin transformare, repetă formulele. 

In cazul regulii b) modus ponens deosebim: 

1. Formulele care apar în această regulă nu conțin variabile libere. În acest caz regula 
îşi păstrează forma şi deci prin transformare obținem aplicaţii ale acestei reguli în logica 
propozifiilor. . 

2. Formulele саге араг în această regulă conţin variabile libere. In acest caz vom 
construi închiderile lor universale, caz în care regula îşi pierde forma, obținându-se o nouă 
regulă: vxa(x) 

vx(a(x) B(x) 


vxf(x) 
respectiv, 
a(1)A a(2) PAP» 
(a(1) > Bü)^ía(Q)2 B(2)) Dq)a 5 
Bi 8Q) ШҮ? 


Însă, formula (р, АР, )л[(р, >a,)A(p2 > а„)} (a, A a2) este o formulă validă a 
L, (exercitiu). 


Regula c 
cl a> Bix) 
a> Vyf(y) ; x este liberă în 3 şi nu apare in a 
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Deosebim din nou două cazuri, după cum @ conţine sau nu variabile libere. 

1. @ nu confine variabile libere. Considerăm închiderea universală a premisei, 
vx(a > B(x) si obținem (a> B(I))A(@> 5(2). echivalent a@>(A(1)A B(2)). Prin 
transformarea concluziei obținem acelaşi rezultat. 

2. @ conţine variabile libere (similar). 

c2 (exercițiu) 

Si deci: orice formulă deductibilă în HÁ este, prin transformarea de mai sus, o 
formulă validă a logicii propozitiilor. 

Însă formula @ : SxP(x)> vxP(x), pentru О = (1,2), devine (p v 4) (p ^4), formulă 
nevalidă a £,. Şi deci, prin contrapozifie din Гетӣ, œ nu este о formulă demonstrabilà în 


НА . Însă a are proprietatea id,. Si deci HA este incomplet în sensul specificat de 
Teoremă. 

În schimb, în sistemul axiomatic HA este complet în primul sens: orice formulă 
validă a £, este teoremă a sistemului HA °. 

Teorema de completitudine. Dacă Е a, atunci } а. 

Demonstraţie. Aşa cum am văzut în 3.3.1., pentru orice formulă a £, se poate construi 
o formulă în forma normală Skolem, astfel încât ori ambele formule sunt deductibile, ori nici 
una nu este deductibilă într-un sistem axiomatic a] £,. Aşadar, pentru demonstrarea teoremei 
de completitudine a sistemului HA este suficient să arătăm că orice formulă validă a гь, 
aflată în forma ei normală Skolem, este demonstrabilă în HA . Presupunem că formula de 
Mai jos este o formulă de acest gen: 

Fx, Fe, VI, Vy sss Xe у-у) 

Fie lx mulțimea infinit numărabilă a variabilelor individuale. Din elementele 
acestei mulțimi formàm k-tupli de elemente si ordonăm acești tupli în raport cu suma 
crescătoare a indicilor, iar la sume egale îi vom ordona lexicografic. Cel de-al n-lea k-tuplu îl 
vom scrie (x, de mt] iar 5, va fi formula 


В, : alx, е» Xn, (Seas (nire s ы) 

A vem, aşadar: 

By: Gs Ху, Xo; Xp X3 X) 

Ba: @(х,„..› Xos 3 un tay) 

B ete aii) ete 

Trebuie să observăm că variabilele aflate dupa “;” sunt diferite atât de variabilele care 
stau în fața acestui simbol, cât şi de toate variabilele individuale care apar într-o formulă 
В, (т < п). Celelalte variabile, Xn Xn o араг, toate, deja în formulele /, (m < n). 
Apoi, prin у, vom înţelege disjunctia formulelor /,...., f), , pentru orice n: 

J.B v.v B, 

Formulele y, sunt constituite din formule elementare (ie. simboluri de variabile 
propozifionale sau simboluri predicative care au ca argumente variabile individuale), formule 
elementare саге араг Si în Ypsi Vasa": - 


?! Prima demonstrație de completitudine a logicii axiomatizate a predicatelor aparține lui K. Gödel (Die 
Vollständigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalküls, Monatshefte für Math. u. Physik, 27/1930), pentru 
un sistem axiomatic similar. Demonstrația data aici este varianta Hilbert-Ackermann (Grundzüge...) a 
demonstratiei gódeliene. 
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Fie 6, formula care rezultă din 7, prin prefixarea acesteia cu cuantificatori universali 


pentru toate variabilele libere ale formulei y,. Fiecărei formule y, îi asociem o formulă 7, 


^ 


în y, toate formulele elementare (cu excepția 
variabilelor propozitionale) cu variabile propozitionale, astfel încât unor simboluri predicative 
distincte să le corespundă variabile propozifionale distincte. Obfinem, aşadar, un şir de 
formule 7/,75,... . Cum uşor se poate observa, fiecare y, rezultă din 7; prin regula al. În 


din logica propoziţiilor. Înlocuim, aşadar, 


raport cu formula } vom avea, alternativ, următoarele cazuri: 

1. Există un n, astfel că у^ este o formulă validă a logicii propozitiilor. 

2. Nu există n, astfel cà y; este o formulă validă a logicii propozitiilor. 

Cazul 1. În acest caz formula Жх,.. 3x, Vy... Vyja (xs Xe yp yi) este o teoremá a 
sistemului HÁ 

Întrucât y, rezultă din 7; prin regula substitufiei a] iar 6, rezultă din y, prin 
aplicarea regulii с! , este sufficient să arătăm, pentru orice n, că următoarea implicatie este о 
teoremă a sistemului НА 

6, 2 Za V y, Wy ax... x, Vine Ji) 

(Inductie ре n). 

б, = Vx Vx... Vx AXo» X9; X-X) (pentru cà 6, se obţine din 7,, iar у este fj, de 
mai sus). 

Însă formula vy,...Vy,G(z, ye. г; Y, Y D 3, 3x, Vy. Vy A(X, pe HIN vy у) este 
demonstrabilă in НЄ printr-o multiplă aplicare a axiomei A, si a tranzitivitatii implicatiei. 
De unde, prin substituție (z; / x, ) obținem: 

Yy V y (Xp soos ху; Yir 1) 2 Dy. Эх, Vy, V y a es Xp Yo 0). 

Cum x, este variabilă liberă in antecedentul implicatiei, prin aplicarea regulii c2 
asupra formulei de mai sus obfinem: 

Ax Vy... Vy, G (xo... 39; p Yi) 2 Bye xy Vy. V yy Ye Ye} 

Însă din ô, prin Th. 2 si MP, obținem 

d Vx eso 9x), 
care este antecedentul formulei precedente. $i deci, prin tranzitivitatea implicatiei obfinem: 
б, 2 3x... 3x, Vy, VY sone yi Wy) 

Presupunem acum că are loc: 

à, D Sx 3x, Vy, Vy Y i) 
şi vom arăta cà implicaţia are loc si pentru n. 

6, : Vx, Vx... Vx, y, adică 5, Vx, Vx,.. Vx, (y, , v B,) 
respectiv, 6, : Vx, Vx... Vx, VM Y alx, BR 6 cae tah: 


Însă, aşa cum am văzut mai sus, variabilele Халдун» Хы nu араг în y, ,. Si astfel, 


ni 
prin Th. 6, obținem: 
Ô, 2 Vx, V X, у (у, v tija VAn lAn sai Xn, 3A oii +» Жм J 
Redenumim acum variabilele legate x, jy, -Xn ÎN Yj»... y, $i obținem 
5, 2 Ух. NX y (у, У V»... Val, a. Xn ; Y» У ) 


Si deci această implicafie este o teoremă a sistemului HA 
Însă, printr-o repetată aplicare a Th. 13, obținem: 
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$, D Vx, Nx, aya V AM 3x, Vy, VY OA, 5 уь Yi ). 

respectiv, 5, > Ó, У 3x,..3x, Vy. Vy (х.х; у): 
Însă, prin ipoteza inducției are loc: à, > 3x,..3x, Vy... Vy; y ees у). 
Si deci: 5, > 3x,..3x, Vy... Vy A(X- ху; Ys у). 


Cazul 2. În acest caz formula Fx. 3x, Vy... Vy 0% se X3 yy, yj) nu este o formulă 
validă, căci dacă domeniul de indivizi este mulțimea numerelor naturale, atunci pot fi indicate 
predicate care, substituite simbolurilor predicative ale formulei, transformă formula într-o 
expresie falsă. 

Demonstraţie. 

Presupunem deci că nu există n, astfel că у este o formulă validă a logicii 
propozitiilor. 

De data aceasta Y, va fi construită astfel: y; rezultă din y, prin înlocuirea 
simbolurilor predicative n-adice (care au ca argumente xyx,,x,,...) prin variabile 
propozitionale. Înlocuirea are loc astfel: P(x,) este înlocuit prin Р,, P(x) prin B, 
Q(x,.x,, x) prin 0.23 $.a.m.d. În orice formulă 77, apar toate variabilele din y? si apar si 
altele. Variabilele propozitionale care apar în toate formulele у; le enumerăm în asa fel încât 
să aibe sens să vorbim despre prima, a doua, ş.a.m.d. Această enumerare poate fi făcută astfel 
încât mai întâi sunt enumerate toate variabilele propozitionale din У, apoi adăugăm 
variabilele nou apărute în у; etc. 

Întrucât nici una din formulele 7 nu este o formulă validă a logicii propozitiilor, 
variabilele propozitionale care apar într-o formulă y; pot fi înlocuite prin valorile de adevăr 
“adevărat” şi “fals”, astfel încât y; este o formulă falsă. Vorbim aşadar despre un set de 


valori care satisface — у”. Pentru fiecare — y; există, fireşte, numai un număr finit de astfel 
de seturi diferite; în totalitatea lor însă există un număr infinit de astfel de seturi (căci seturile 
care se referă la formulele — y; cu indice diferit sunt, evident, diferite). 

Asignàm acum fiecăreia dintre infinit de multele variabile propozitionale, într-un mod 
univoc, valorile “adevărat” sau “fals”. Dacă primei variabile propozitionale îi este asignată 
valoarea “adevărat” în infinit de multele seturi care satisfac — y; , atunci îi atribuim valoarea 
de adevăr “adevărat”; în caz contrar, „fals”. Vom considera în continuare numai acele seturi 
în care prima variabilă propozițională a fost înlocuită cu valoarea ei. Dacă în aceste seturi cea 
de-a doua variabilă apare infinit de multe ori cu valoarea “adevărat”, atunci îi asignăm această 
valoare; în caz contrar îi asignăm valoarea logică fals. În același fel este fixată valoarea de 
adevăr a următoarelor variabile, considerându-se de fiecare dată numai acele seturi în care 
variabilele propozitionale precedente au deja valorile fixate. 

Dacă se înlocuiesc variabilele propozitionale cu valorile asignate lor, atunci toate 
formulele y; devin simultan expresii false. Definim acum anumite predicate numerice care 


vor fi substituite simbolurilor predicative care apar în a(x,,...,x,; у» Yı). Dacă apare, de 


exemplu, simbolul predicativ triadic P( , , ), atunci în 7, vom avea Р, ap- Definim acum 
predicatul numeric corespunzător Ф cu stipulatia ® (a,b,c), pentru numere naturale arbitrare, 
are întotdeauna valoarea atribuită lui P(a,b,c). In felul acesta fiecărui simbol predicativ i se 


asignează un predicat numeric anume cu acelaşi număr de argumente. Dacă pentru formula 
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3x, Ix, Vy... Vy a. x Vives y,) 
considerăm ca domeniu mulțimea numerelor naturale, iar în locul simbolurilor ei predicative 
punem predicatele numerice mai sus definite, atunci, e clar, formula ia valoarea logică fals. Şi 
deci negația ei, 

Vx, X,Y, Fy OX se хуу,» у) 
este adevărată. Dacă ехігарет acum k-tuplul de numere naturale, pe care l-am desemnat mai 
înainte cu (n.n ), atunci formula 

an... nj; (n -1)) +1,.... nl) 
are, după înlocuirea simbolurilor predicative, valoarea de adevăr opusă ultimului disjunct al 
lui 7, după înlocuirea variabiielor individuale cu valorile de adevăr asignate; şi este deci 
adevărată. 

Întrucât acest lucru e valabil, corespunzător, pentru orice k-tuplu, rezultă că formula 
Мх... №х,Зу,..Зу10(х,,...,х,; Yu ) este adevărată în domeniul numerelor naturale. 

Prin cazul 1 Hilbert si Ackermann arată că formula inițială este derivabilă in НА , iar 
prin cazul 2 că negația formulei în cauză este satisfiabilă într-un domeniu numărabil. Rezultă, 
aşadar, cá pentru formula inițială a (pentru care formula demonstraţiei de fata este forma ei 
normală Skolem) are loc: Dacă = С, atunci a. 


Exerciţii 
1. Demonstrati în HA următoarea regulă derivată de deducție: 
«(х\„...,х„)= B(x ss Xp) 
aj= 

unde a si В contin strict variabilele libere specificate, 7(~) este o formulă arbitrară care are 
ca subformulá pe aw... v,) (unde v,,...,v, pot fi variabilele x,,...,x, sau alte variabile) iar 
J(B) se obţine din y(æ) prin înlocuirea a una sau mai multe ocurente ale lui a cu f. 

Indicafie. E suficient să se arate cá formula din concluzie este Уха = Vxfj sau 
Чха = 3xf . Se utilizează ci , Th. 12 şi Th. 10. 


2. Sá se demonstreze în НА următorul enunţ: 

Dacă a este o formulă arbitrară a £,, care contine strict cuantificatorii Vx si 3x şi 
operatorii ^ şi v (si eventual —) iar œ” este formula obținută din a prin înlocuirea 
reciprocă a cuantificatorilor Vx şi Эх, a operatorilor A şi v şi a formulelor elementare cu 
negatiile lor, atunci 2° 2a. 

Indicaţie. Se consideră o formulă a, se neagă formula respectivă, apoi pe baza 
echivalentelor din Th. 8 şi prin transformări echiveridice din logica propozitiilor se deplasează 
negația în interiorul formulei œ până se ajunge doar la formule elementare negate. Ceea ce se 
obţine este a”. 


3. Fie următoarele formule ale £,:@> 8 si а= fj, în care а şi fj contin doar 
cuantificatorii Vx gi Эх şi operatorii ^ si v (si eventual ~). Fie а“ si // formulele 
obținute din a, respectiv J, prin înlocuirea reciprocă în toate ocurentele lor a V cu З şi A 
cu v. Să se demonstreze in НА următoarele enunturi: 

a)Dacá ta>f,atunci F fg >. 

b) Dacă | а = fj, atunci -asf. 
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Indicafie. Prin Exerc. 2 se construiesc —a si af. 
Apoi, cum Каз з Fasf,reuhà | 5f 2-30agi k—a=—f. Întrucât aceste 
formule sunt demonstrabile, pentru a anula ultima operaţie din 2 (i.e. înlocuirea formulelor 
elementare cu пераје lor) vom substitui în aceste formule formulele elementare cu negatiile 
lor. (Construiti exemple). 


4. Să se demonstreze că dacă y nu este o variabilă liberă in formula Vxa, atunci 
formula de mai jos este o teoremă a sistemului Q: 


3ya(x! y) > ухо. 


3.4. Rezoluţia in £ 


3.4.1. Teorema lui Herbrand 
a) Forma standard a unei formule а L, 


Ínainte de a analiza rezolutia in Lp, ca procedeu de demonstrare a nesatisfiabilitatii 
unei mulțimi de clauze, ne уот opri, pe scurt, la un rezultat remarcabil al £,, teorema lui 


Herbrand, rezultat care fundamentează un alt procedeu de respingere în logică. Ambele 
procedee de demonstraţie se aplică unei formule aduse în forma standard 2 


Definiţia 1. O formulă a a L, este în forma standard dacă: 
l а este în forma normală prenexă, i.e. œ are forma Qx,...Q,x,a', 
unde Q(1xixn) sunt cuantificatori (v,3) iar а“ (matricea) nu confine cuantificatori 
(comp. 3.3.1). 


2. a“ este o expresie in forma normală conjunctiva. 


3. cuantificatorii existenfiali sunt eliminaţi prin introducerea funcțiilor 
Skolem. 
Construcţia formei standard. 1 şi 2 au fost considerate în 3.3.1, respectiv in 2.1.4 4. 


Vom exemplifica 3. Fie а= Q,x...Q,x,aà^, unde a” este în forma normală conjunctiva. 
Presupunem cá Q, x, (I <m € n) este un cuantificator existential. 

a) Dacă nici un cuantificator universal nu apare in fata lui О, x, , atunci vom lua o 
constantă nouă a (i.e. care nu apare in а“), inlocuim toate ocurentele variabilei x, cu a si 
eliminám cuantificatorul Q, x,, din prefix. 

b) Dacă Q, x, ..,Q, x, (1S 5,€«5,...5,« m) sunt toți cuantificatorii universali care 
apar în fata cuantificatorului Q, x, , atunci alegem un nou simbol functional r-ar, inlocuim toti 
x, din @ cu f (x, X ost] si eliminám Q,x, din prefix. Prin eliminarea tuturor 
cuantificatorilor existentiali obținem forma standard a formulei с. Constantele şi funcțiile 
utilizate pentru eliminarea variabilelor cuantificate existențial se numesc funcții Skolem. 

Exemplul 1. Fie a: Vx, 3x, V x,Ax,P(x, x, X Xa) 

Primul cuantificator existential, 3x,, este precedat de Vx, iar cel de-al doilea, 3x,, 
este precedat de cei doi cuantificatori universali Vx, , Vx,. Înlocuim aşadar x, cu f(x), iar 
x, cu g(x,,x;) şi obținem a in forma standard: Vx Vx,P(x,, (х), x, g(x, x; )). 


2 „Formă standard", concept introdus de Davis si Putnam, A computing procedure for quantification theory, 
Journal of the ACM, 7/3/1960, 201-215. 
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Conceptul “clauza” este cel din 2.6.1, numai cá, de data aceasta vom opera cu formule 
ale £p. Să luăm un alt exemplu: 


Exemplul 2. Fie «:ЗхУУ[Р(у, x)=732(P(y.z)A P(2,>))]. Aducem formula a 1а 
forma standard, eliminând mai întâi =. 
axvyl(P(y, х) > —z(P(y, г) ^ Plz, у) ^ (az2(P0, 2) л Plz, у) > Р(у, х))], echivalent 
3x wy (Py, x) v =3z(P(y, z) ^ P(z у))) ^ Ga( PG». z) ^ Р(, y)) v. Por, х))], adică 
Axvy[(P(y, x) v Vz(-4P(y, z) v Ps у))) ^ Gz( P z) ^ P(z,y)) v Pv. х))]. 

Eliminám acum cuantificatorii existentiali, prin introducerea functiilor Skolem, si 


obţinem У(-:Р(у, a) v We(-P(y,z)v =Plz у)))л (PC, f) ^ PEO), ») v Po» a)]. 
Construim forma prenexá prin scoaterea cuantificatorilor in prefix. Уот avea 


vyvz[tPG a) v -Р(у„г)у =P(z, у) ^ (PO. £O) ^ PG) )) v Р(у,а))], саге in forma 
normală conjunctiva arată astfel: 


уууд(эР(у,а)у -\Р(у, z) v —P(z у) a (Р(у, f(y) v Pv a) ^ (PG), ») Р(у,а))]. 
Am obținut astfel forma standard a formulei a. 
Forma standard poate fi, simplu, reprezentată prin următoarea mulțime de clauze: 
= 4P(y,a)v =Ply, z) v Plz, y), Ply, fO) v PG a). Р(}(у), y) v Ply, а)}. 
Teoremă. Dacă C este o mulțime de clauze care reprezintă forma standard a unei 
formule @, atunci are loc: а este nesatisfiabild ddacă С este nesatisfiabilă. 
Vom ilustra, printr-un exemplu simplu, o demonstrație a teoremei. 
Fie @:Vx,5x,a"(x,,x,), unde a'^(x,x,) este matricea formulei œ, matrice care 


contine variabilele x, şi x,. Fie a, formula Ула” (x, f (x, )). Ceea ce trebuie sá arátám este 
următorul biconditional: œ este nesatisfiabilă ddacă a, este nesatisfiabilă. 

a) Dacă a este nesatisfiabilă, atunci œ este nesatisfiabilă. 
(Reductio). Presupunem că @ este nesatisfiabilă. Pentru orice model M =(Q,1) $i pentru 
orice аѕірпаге 44 in M avem: ZENER =0, respectiv există о asignare V x- 


variantă a lui 4 astfel că Ба (x, x, y" = 0. Si deci lo" (x, x, )]^ = 0 pentru orice asignare 
p x,-variantă a lui v. 


Dacă a, este satisfiabilá, atunci există un model M = (Q,1) $ o asignare 4 in М 
astfel că [vra (x, f(x, yr" =1. Si deci, pentru orice asignare v x -variantă а lui и vom 
avea la (x, f(x, y" = 1. Ceea ce înseamnă cá pentru orice х, există un element [f (x, y 
pentru care 0" este adevărată. Fie p о x,-variantà alui x, şi x? =[ / (x,)}”. Vom avea astfel 


lo (x, x, )]^ =1, rezultat care contrazice pe cel obţinut din presupunerea nesatisfiabilitá[ii 
formulei @. 

b) Daca a, este nesatisfiabilă, atunci œ este nesatisfiabilă. 
(Reductio). Presupunem cá @, este nesatisfiabilă iar @ este satisfiabilă. Există deci un model 


M = (Ол) şi o asignare 44 în M astfel cá axe)“ =1. 
Si deci [ix,07(x.x,)" =1 pentru orice v җ-уапамй a lui И. Si astfel, 
lo (x, 1X3 ү” =] pentru cel putin o asignare р x,-variantă alui v. Fie acum M' = (ar) un 


model care extinde modelul M z(Q,1) (adicá un model cu acelagi domeniu, cu o functie 
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interpretare 1^ similară funcţiei z, însă cu următoarea stipulatie: (f(x,)) " = x? . Si deci vom 


avea Мо (x, f(x, yl " 2], unde 4 este o x,-variantá a lui v, rezultat care contrazice 
nesatisfiabilitatea formulei a, . 


b) Model Herbrand pentru o mulțime С de clauze 

Prin teorema de mai sus, nesatisfiabilitatea unei formule în forma standard este 
echivalentă cu nesatisfiabilitatea mulţimii C de clauze care o reprezintă. Din definiția 
nesatisfiabilitátii formulei deducem că mulțimea C de clauze este nesatisfiabilă ddacă nu 
există nici un model М =(9,1) (si nici o asignare и in M, în cazul in care formula contine 
variabile libere) în care C să fie adevărată. Însă considerarea tuturor modelelor înseamnă 
considerarea tuturor domeniilor Q şi a tuturor interpretărilor z, fapt imposibil. Motiv pentru 
care, în cele ce urmează, vom considera un model anume, numit model Herbrand pentru o 
multime C de clauze, cu proprietatea că mulțimea C este nesatisfiabilă ddacă C este falsă în 
orice model Herbrand pentru С. 

Domeniul H al acestui model se construieşte astfel. Fie H, mulţimea tuturor 
constantelor care apar în clauzele din C. Dacă nu există nici o astfel de constantă, atunci 
H, ={a} (constantă de iniţiere). Pentru і = 0/,2,..., mulțimea H,,, se obține din reuniunea 
mulțimilor H, cu mulţimea tuturor termenilor de forma f "(6,...,2,), pentru toate simbolurile 


funcţionale f” care apar in C iar 4,...,/, sunt elemente ale mulțimii H,. Prin domeniul 
Herbrand pentru mulțimea C de clauze vom înțelege domeniul H =lim H;. 

Exemplu. си 

Fie c - (Pa) (b) Rly), 5(7(0)). 

H,= {a,b} 


H, = (a,b, f (а), fb) 
н - (ab, f(a), Р), Fra), Fr). 


Functia interpretare a modelului Herbrand, 1, se defineste astfel: 
а = a, pentru orice constantă a £,. 


(Fleet) = f'(t,-0t)=F(,...¢,), pentru orice simbol functional f si 4,,....t,€ Н. 

P' c H" , unde P este un simbol predicativ n-adic. 

Definiţia 2. Fie C o mulţime de clauze. Multimea formulelor elementare închise de 
forma P(t, india) pentru orice simbol predicativ n-adic P care apare în С, unde t,,...,t, sunt 
elemente ale domeniului Herbrand al mulțimii С, se numeşte bază Herbrand a mulţimii С. 

Definiţia 3. O exemplificare închisă a unei clauze C dintr-o mulţime C de clauze este 
o clauză obținută prin înlocuirea variabilelor din C cu elemente din domeniul H pentru С. 

Exemplu. Fie C= (P(x), Q(y)v R(e(2))). Domeniul Herbrand, H, al lui C este 
mulţimea (a, g(a), g(g(a))....]iar baza Herbrand este mulțimea 
B={P(a), O(a), R(a), P(e(a)), Ole (a)), R(a(a)),... 


O exemplificare inchisá a clauzei Q(y )v R(g (z) din C este Q(a)v ків (a)). 
a) Cum, prin definiţie, [P(r....,,)] =1 адаса Cee nje Р" ddacă (t,...,t,)€ Р", 
t 


P'(t,.....t,) poate fi identificat cu o mulțime М, astfel că P'(t,,.. 5 „)= 1 ddacá 
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P(t,,...t,)e M,. Cum un model Herbrand pentru o mulțime С de clauze este unic determinat 
prin fixarea domeniului, prin interpretarea termenilor închişi (în felul in care am procedat mai 
sus) şi prin interpretarea simbolurilor predicative, având în vedere acest ultim item rezultă că 
numărul modelelor Herbrand pentru C coincide cu mulțimea tuturor submulfimilor mulțimii 
care formează baza Herbrand a mulțimii C. 

b) O altă modalitate de identificare a unui model este următoarea. Fie B = (B,.B,...) o 
enumerare a elementelor care constituie baza Herbrand pentru C. Un model poate fi 
reprezentat prin mulțimea M; = {тһ,т, „..,т„,...}, їп саге т, (i = 12,...) este fie B,, daca 


P'(t),....t,) 21, fie B, dacă P'(t,,...,t,)=0. 


Exemplu. Fie C multimea de clauze din exemplul precedent, fie B baza Herbrand a lui 
C mai sus specificată. Două modele distincte pentru C pot fi astfel redate: 


M; ={P(a), O(a). R(a), P(g (a), (g(a), R(g(a)),...} 
м; = Pa}, O(a), (a). P(g (a)), O(g(a)), ^R(e (a))....} 


c) in fine, modelele pot fi identificate si prin arborii semantici care le reprezinta. 
Considerám in acest sens un arbore diadic ordonat si complet si B baza Herbrand a multimii 
C de clauze. În originea arborelui semantic pentru С nu figurează nici o formulă din B. 
Pentru orice alt punct in afará de origine succesorul stáng este o formula din B iar cel drept 
este negafia acesteia. 

Pentru orice punct P, fie M, multimea tuturor punctelor de pe ramura arborelui 


a? 


T începând cu originea si terminând cu P inclusiv. Este uşor de văzut cá pentru orice punct P 
din arboreal semantic pentru C, M, este o submulțime a vreunui model identificat în sensul 
b) de mai sus. Pentru acest motiv M, se mai numeşte şi model partial pentru С. 


pri Fie C= {P(a) Q(g (y )). Baza Herbrand pentru C este 
B = (P(a). O(a), P( f (a), (F(a), PUL (f (a)), OCF (f(a)))...}. Arborele semantic pentru С este: 


AA А А 


Р(є(а)) 
A AA ^ ^ AA ^ 


9? Cf. J. A. Robinson, The generalized resolution principle, Machine Intelligence, 3. American Elsevier, New 
York, 1968, 77-94. R. Kowaslki; P. Hayes, Semantic trees in automatic theorem proving, Machine Intelligence, 
4, American Elsevier, New York, 1969, 87-101. 
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Definiţia 4. Un punct P se numeşte punct.falsificare (f-punct) dacă M p falsifică vreo 
exemplificare închisă a unei clauze din C, însă M p hu falsifică o asemenea clauză, pentru 
orice P' predecesor al lui P. 

Sensul lui “falsifică” de aici este cel al negatiei clasice. Dacă —P(a)v O(f(a)) este o 
exemplificare închisă a clauzei —P(x)v O(f(x)), atunci negația exemplificării este formula 
P(a)A—0(f£(a)). Si deci mulțimea М, = (P(a),--0(/(a))) falsifică clauza menţionată. Altfel 
spus, M, falsifică o clauză C dacă pentru orice literal Le С, —L apare in M,. 

Definiţia 5. Un arbore semantic T este închis dacă orice ramură a lui T are ca 
punct final un f-punct. 

Definiția 6. Fie T un arbore semantic închis. Un punct P al lui T se numeşte punc! 
inferenfial dacă toți succesorii lui (imediafi) sunt f-puncte. 

Exemplu. Fie С = (P(a),—P(x)v 0(f(x)),--0(7(a))). Arborele de mai jos este un 
arbore închis pentru C. 


P(a) -P(a) 


c) Teorema lui Herbrand 

Teorema lui Herbrand este unul dintre cele mai importante rezultate din logica 
matematică”. Pentru a arăta că o mulțime C de clauze este nesatisfiabilă este sufficient să 
considerăm doar modelele Herbrand pentru C şi să arătăm că C este falsă în toate aceste 
modele. Întrucât există cazuri în care trebuie considerat un număr infinit de astfel de modele, 
o sistematizare a acestora într-un arbore semantic facilitează în bună măsură demonstraţia. 

Teorema lui Herbrand. O mulţime C de clauze este nesatisfiabilă ddacă oricărui 
arbore diadic ordonat şi complet al lui C îi corespunde un arbore diadic ordonat finit închis. 

Demonstraţie. 

a) Presupunem cá C este nesatisfiabilă. Fie T arborele diadic ordonat şi complet 
pentru C. Pentru orice ramură R a lui Т, fie M a mulțimea tuturor literalilor de pe a. 


Evident, M „ este un model pentru C. Întrucât C este nesatisfiabilă, M " trebuie sá falisfice 


vreo exemplificare închisă C" a unei clauze C din C. Fiindcă С" este finită, trebuie să existe 
un f-punct P pe ramura R. Si cum orice ramură a lui Т are un f-punct, există un arbore 
semantic închis T^ pentru C. Cum arborele T* este unul diadic, T” trebuie să fie finit. Căci, 
în caz contrar, prin Lema lui König, 1” ar contine o ramură infinită (fără vreun f-punct). 


34 Strict vorbind, Teorema lui Herbrand arată modul în care demonstrabilitatea unei formule a Lp se reduce la 


demonstrabilitatea unei formule fără cuantificatori, obținută din prima prin substitufii. Așadar, această teoremă 
priveşte conceptul sintactic al demonstrabilității şi nu cel semantic al validității (nesatisfiabilitátii). Formularea 
teoremei în termenii validității (nesatisfiabilitatii) este Teorema Skolem-Herbrand-Gódel. Formularea Teoremei 
lui Herbrand pe baza conceptelor semantice este, probabil, motivată de teorema de completitudine a lui Gédel, 
care arată co-extensivitatea conceptelor sintactice cu cele semantice. In formularea ei semantică, Teorema lui 
Herbrand fundamentează cele mai multe metode de demonstraţie, în particular metoda rezoluţiei, una dintre cele 
mai cunoscute metode de demonstrație automată a teoremelor. 
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b) Presupunem acum cá oricárui arbore diadic ordonat si complet al lui C ii 
corespunde un arbore diadic ordonat finit închis. Rezultă cá fiecare ramură R alui T confine 
un f-punct. Ceea ce înseamnă cá ( este falsă în orice model. Echivalent, C este 
nesatisfiabilă. 

Teoremu lui Herbrand (variantă). O mulțime C de clauze este nesatisfiabilă ddacă 


(Demonstrată fiind forma ei de mai sus, construiți o demonstraţie a acestei variante). 


d) Metoda Davis-Putnam 

In varianta menţionată, Teorema lui Herbrand fundamentează o metodă de 
demonstraţie (ca metodă de respingere a negatiei unei formule), aplicabilă atât in £, cât si în 
£s Întrucât mu utilizează ideea unificării clauzelor (cf. 3.4.2), metoda este mai putin 


performantă in £p, însă în / ea rămâne una eficientă. Ne vom opri în cele ce urmează la 
expunerea acestei metode in £,. Ea se bazează pe transformarea negafiei formulei, a cărei 
validitate vrem s-o testám, în forma ei clauzală iar apoi pe verificarea nesatisfiabihtátii acestei 
forme. Metoda Davis-Putnam * utilizează câteva reguli, a căror aplicare nu afectează 
satisfiabilitatea sau nesatisfiabilitatea unei mulțimi de clauze. Aplicarea lor succesivă 
conduce, în fine, la o mulţime de clauze a cărei ne/satisfiabilitate este uşor sesizabilă. 

Pentru simplificarea transformărilor este utilă parcurgerea prealabilă a următoarelor 
două etape: 

a) Eliminarea repetitiilor din mulțimea respectivă de clauze şi ordonarea literalilor lor 
într-un fel anume. 

b) Eliminarea clauzelor din С care contin atât un literal L cât si conjugatul său —L. 
Ceea ce obținem este o mulțime C" de clauze astfel încât: С" este nesatisfiabilă ddacá С este 
nesatisfiabilă (de ce?). 

Redăm, mai jos, regulile acestei metode. 

1. Regula clauzei 1-literale. Dacă C contine o clauză 1-literala L, atunci С" se obţine 
din C prin eliminarea tuturor clauzelor care contin clauza L şi a tuturor ocurentelor lui —L 
din celelalte clauze din C. În acest caz vom spune că regula a fost aplicată pe literalul L. 

Aplicarea acestei reguli conservă satisfiabilitatea mulțimii C de clauze. 

Argument. Fie C = (LL V Ay Lv a, Lv Bry Bms Niro 5.) unde Q,...,Q, , 
respectiv Д,,..., 4, sunt formule care reprezintă ceea ce rămâne din clauza respectivă în afara 
literalului L, respectiv —L. Presupunem, în continuare, că singurele ocurente ale Іш L şi ~L 
sunt cele indicate. Atunci mulţimea (2° = f,,..., Bas J,...., У, . Ceea ce trebuie arătat este, aşadar, 
următorul lucru: C este satisfiabilă ddacă с" este satisfiabilă. 

a) Dacă C este satisfiabilă, atunci С” este satisfiabilă. 

Presupunem cá С este satisfiabilă. Există deci o interpretare Int a variabilelor 
propozitionale care apar în toate formulele din C, astfel încât toate clauzele din C iau 
valoarea logică 1. Avem, aşadar, 

L=Lva@, =..=Lva@, =-LvVB =...=7Lv д, = у =..= ү, =1. 


5 М. Davis; Н. Putnam, А computing procedure for quantification theory, Journal of the АСМ, 7/1960, 201-215. 
Prima încercare de implementare a Th. lui Herbrand, inconvenabilă practic, îi aparține lui Gilmore (cf. P.C. 
Gilmore, A proof method for quantification theory: its justification and realization, /. B.M.J. Res. Develop., 1960, 
28-35. 
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Cum L=1, AL - 0. Iar fiindcă AL v £, 21 (і =1,...,т), rezultă cá Д =1. Si deci vom avea 
В =...= В, = у =..=%, =1 inInt. Aşadar, С° este satisfiabilă. 

b) Dacă C" este satisfiabilă, atunci C este satisfiabilă. 

Fie Int, o interpretare a variabilelor propozitionale care apar în toate formulele din C", 
astfel încât toate clauzele din C' iau simultan valoarea logică 1. Fie Int, o interpretare 
similară interpretării Jnt, (ie. asignează aceleaşi valori logice tuturor variabilelor 
propoziționale în afară de variabila desemnată de literalul L) cu următoarea clauză: in Int, L 
ia valoarea logică 1. Evident, valoarea logică a tuturor clauzelor care nu contin literalul L este 
aceeaşi în ambele interpretări. Aşadar, din faptul cá у, =...= у, =1 în Int, rezultă că 
у =...= у, în Int, , deoarece formulele у, nu conțin nici L, nici —L. Apoi, cum clauzele 
В....., Bn sunt adevărate în Int, , ele vor rămâne adevărate în /nt, prin adăugarea disjunctivá а 
literalului —L. Si deci, în Int,, toate clauzele de forma AL v D; (i =1,...,„m) sunt adevărate. 
Iar din faptul că L=1 în Jnt,, rezultă că toate clauzele de forma Lva,,...Lva, sunt 
adevărate in /nt,. Si deci toate clauzele din C sunt adevărate in Int,. Aşadar, C este 
satisfiabilă. 


2. Regula literalului fără conjugat. Presupunem că mulțimea C de clauze confine 
(câteva) clauze in care apare literalul L şi nici o clauză din С nu confine AL. Atunci, prin 
eliminarea tuturor clauzelor care contin L se obține mulțimea С“ de clauze, astfel încât are 
loc: C este satisfiabilă ddacá C" este satisfiabilă. Si în acest caz vom spune că regula a fost 
aplicată pe literarul L. Dacă mulțimea C’, obținută prin aplicarea acestei reguli asupra 
mulțimii C , este o mulțime vidă, atunci C este satisfiabilă. 

Argument. Fie c={Lva, we LV, Bis Bah unde L apare strict in ocurentele 
menționate (Cazul în саге în loc de L apare —L se tratează similar). Atunci C" = {f,...., йб}. 

а) Dacă С este satisfiabilá, atunci С° este satisfiabilă. Acest rezultat este imediat, 
deoarece С“ este o submulțime a mulțimii С. 

b) Dacă С* este satisfiabilă, atunci C este satisfiabilă. 

Presupunem cá С" este satisfiabilă. Există deci o interpretare Int, a variabilelor 
propozitionale care apar în toate clauzele din С” astfel încât toate aceste clauze sunt adevărate 
în Int,. Însă, in С” nu apare nici L, nici AL. Fie Int, o interpretare similară lui Int,, astfel 
încât L=1 în Int, ddacă L apare în clauzele din C (respectiv L = 0 in Int, ddacá AL apare 
in clauzele din C). Ín acest fel in Int, toate clauzele din C sunt adevărate şi deci C este 
satisfiabilă. 

3. Regula divizării. Fie C următoarea mulțime de clauze: 

(Lv a... Lv a, Lv Ba LV BY Me }. Multimea C are asadar unele clauze 
care conțin literalul L, altele care-l contin pe —L si, eventual, clauze care nu-l contin nici pe 
L, пісі ре —L. Presupunem cá L si —L au strict ocurentele menţionate. Fie, acum, (С, 
mulțimea de clauze obținută din C prin eliminarea tuturor clauzelor care contin literalul L si a 
tuturor ocurentelor literalului —L din cele m clauze. Fie C, mulțimea de clauze obținută din 
C prin eliminarea tuturor clauzelor care contin literalu! — şi a tuturor ocurenfelor literalului 
L din cele n clauze. Aşadar, C, = (8. Bas ha) iar C, = (a, hit). Vom spune, 
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în acest caz, cá mulțimea C se divide pe literalul L si vom avea: C este satisfiabild ddacá C, 
este satisfiabilă sau C, este satisfiabilă. 

Argument (exercitiu). 

Exemplul 1. Dată fiind formula a@=(p=q)v(p=-q), să demonstrăm validitatea 
acestei formule cu ajutorul metodei Davis-Putnam. Construim mai întâi negația formulei, i.e. 
—a =-{(p = а) (p = ^4)]. Construim mulţimea С de clauze corespunzătoare, construind 
forma normală conjunctiva a formulei —a. 

-Y(p = a) v (p =-4)] ea (р = 4)л—(р=-4) ea 

eq (^p v —a)^(p v q)^^p v a) ^ (p v ^). C76» vq. ру q pv q, P vq). 
Aplicând regula divizării pe literalul p obținem: C, ={4,—14} si С, = (9, —:4]. Aplicăm acum 
regula clauzei l-literale atât mulțimii C, cát si mulțimii C, si obținem în fiecare mulțime 
clauza vidă о. Ceea ce înseamnă că cele două mulțimi C, si C, sunt nesatisfiabile; echivalent: 
a este o formulă validă. 

Exemplul 2. Fie В = (р ^ —9)> (p^ 4). -B= 4-р ^A9)2 (p^ 4)). Construim 
С ca mai sus. Hap Ag) > (p^a)] ea (рл) (p ^a)] ea Aap ^) alpha) 
eq (pv q)^ (pv ~q). C7 (pv q.—p v Aq). Prin aplicarea regulii divizării pe literalul p 
obținem C, = {gq} si C = (a). Aplicám fiecăreia din cele două mulțimi, С, C,, regula 
clauzei l-literale si obtinem o multime vidd de clauze (simbolic: m). Semnificatia acestui 
rezultat este următoarea: cum mulțimile obținute prin aplicarea regulii clauzei 1-literale sunt 
vide*®, rezultă că mulțimea C este satisfiabilă. Si deci formula --f este satisfiabilă, adică f 
este nevalidă. 

Aşadar, a decide cu ajutorul metodei Davis-Putnam asupra validității unei formule 
înseamnă a aplica succesiv regulile aferente metodei asupra unei formule aflate în forma ei 
clauzală, astfel încât, în final (i.e. atunci când nici o regulă nu se mai poate aplica) obținem 
strict una din următoarele două situații: 

a) Fiecare mulțime de clauze contine clauza vidă, caz în care formula inițială 
considerată este validă. 

b) Cel putin una din mulțimile de clauze este vidă, caz in care formula inițială 
considerată este nevalidă. 

Avem deci teorema de mai jos. 

Teoremă. Orice construcție a unei demonstraţii prin metoda Davis-Putnam are un 
număr finit de pagi şi se încheie strict cu una din situaţiile a), b) de mai sus. 

Demonstraţie. 

1. Demonstrația prin metoda Davis-Putnam are un număr finit de paşi. Căci oricare 
din regulile acestei metode, aplicată asupra unei mulțimi C de clauze, reduce numărul 
literalilor distincti din aceste clauze. Însă orice mulțime considerată de clauze are un număr 
finit de literali si deci şi regulile metodei pot fi aplicate doar de un număr finit de ori. 

2. Orice demonstraţie se încheie strict cu una din cele două situaţii, a) sau b). 

(Contrapoziţie). Presupunem că multimea obținută C de clauze este nevidă si nu 
contine clauza vidă. Cum (С este nevidă, considerăm o clauză Сє С şi care este nevidă 
(deoarece C nu conţine o astfel de clauză). Alegem acum un literal L din clauza C. Dacă 
literalul conjugat lui, —L, nu apare în vreo clauză din С, atunci putem aplica regula 
literalului fără conjugat. În caz contrar (i.e. dacă —L apare în vreo clauză din С), atunci 
aplicăm una din celelalte două reguli. Așadar, demonstrația nu este încă încheiată. 


36 Aten tie la deosebirea dintre „clauză vida (0)” si „mulțime vidă de clauze (m)”. 
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Argumentarea faptului cá a) si b) sunt cele douá alternative pe care le acoperá metoda 
Davis-Putnam o putem face pe baza următoarelor echivalente: 


a este validă ddacá {за} este nesatisfiabila ddacă C este nesatisfiabilă, unde С 
este expresia clauzalá a formulei -œ (exercițiu). 


3.4.2. Rezoluţia în £, 

Ideea metodei rezoluţiei în £, este aceea de a verifica dacă mulțimea C de clauze 
conţine clauza vidă D, caz în care (C este nesatisfiabilă. lar dacă С nu contine clauza vidă, 
atunci se verifică dacă nu cumva această clauză poate fi derivată din C. Rezoluţia poate fi 
deci considerată ca o regulă de inferentá de generare de noi clauze din C. Deductia clauzei 
vide п din C se numeşte demonstraţie a lui C. 

Rezoluţia în £, este mai complexă decât rezoluția în logica propozitiilor. Iar acest 


lucru se datorează clauzelor care conțin variabile, caz în care găsirea literalilor complementari 
este uneori dificilă. Să luăm un exemplu. 


Fie C, =—P(x, a)v AP(x, z)vAP(z, x) şi C, = Ply, f(y))v Р(у,а). În acest caz C nu 
conţine nici un literal care este complementar vreunui literal din C,. Însă, dacă facem 
următoarele substitutii: x/a, z/a şi y/a, vom obţine următoarele clauze închise: 

Ci =—P(a,a) şi С; = Р(а, f (a)) v P(a, a). 

Acum, din C; si C; obținem rezolventa С; = P(a, f(a)). În acest caz cele două 
mulțimi de literali (P(x,a), Р(х, г), P(z, x)) si {P(y,a)}, obținute prin eliminarea negatiei din 
C,, au fost unificate prin substitutia x/a, z/a, y/a. Întrucât obţinerea rezolventelor din clauze 


reclamă adesea substitutii ale variabilelor, să ne oprim mai îndeaproape la acest din urmă 
concept. 


a) Substitutii 

Asa cum am vázut їп 3.1.1, substitutia este o functie de la variabile la termeni. Aceastá 
operatie poate fi convenabil reprezentatá in forma unei multimi {x,/ ti-l), in care 
fiecare x, (1<i X n) este o variabilă individuală, 1, este un termen diferit de x, iar pentru 
l<i+j<n, x + x,. Dacă t,..,t, Sunt termeni închişi, atunci substitutia se numeşte închisă. 
Dacă mulțimea de mai sus n-are nici un element, atunci substitutia se numeşte vidă şi se 
notează cu £. 

Asa cum am vázut in 3.1.1, desi operatie pe variabile, substitutia poate fi extinsá la 
orice termen si la orice formulă. In cele ce urmează considerăm următoarele categorii 
sintactice: termeni (sau mulțimi de termeni), formule elementare (sau mulțimi de formule 


elementare), literali, clauze (sau mulţimi de clauze). Prin „expresie” vom înțelege oricare din 
aceste entități. 


Definiţia 1. Fie E o expresie iar 6 3x [toc lt) o substituție. Prin С(Е) se 
înțelege expresia obținută din E prin înlocuirea simultană a tuturor ocurenfelor variabilei x, 


(1 <{< п) din E cu termenul t,. Ceea ce obținem este o exemplificare (instanfiere) a expresiei 
E. 

Definiția 2. Suportul unei substitufii O este mulțimea variabilelor x astfel cá 
с(х) zx. С are suport finit dacă mulțimea suport а acesteia este finită. 


Definiția 3. Fie o, = (x пх} şi 0,2 {y, ДУЛ lu) două substitufii cu 
suport finit. Atunci compunerea substitutiilor С, si С, este substitutia 
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9,9092 -u/o;(6)...x, 10, (0,), у, 14... y, Ги}, unde variabilele y,,...,y, nu figurează 
printre variabilele x,,..,x, (în caz contrar elementul y;/w, este eliminat) iar elementele 
mulțimii 0,0, astfel cá x; =0,(t;) sunt eliminate (ie. este eliminate orice element de 
forma x/x). 

Exemplu. Fie ©, ={x/ f(x, ус), y/h(a,b), z/ g(h( x,a))} si o, ={x/i(a,b),w/ Йи, у)). 

Atunci , 9,» 0, = (x! f (а,Ь), у,с), y/ h(a,b), z1 g(hli(a,b), a), w! j(u,v)}. 

Definiţia 4. O substituție с este unificator pentru mulțimea de expresii (E... E,) 
dacă o(E)-o(E,)-...- o(E,). Mulțimea (ЕЕ ] este unificabilă dacă există ип 
unificator pentru ea. 

Definiţia 5. Fie Ө şi с două substitutii. с este mai generală decât Ө dacă există о 
substituție А astfelcă 82 со A. 

Exemplu. Fie o, ={x/ fla, g(z)) w/b} si С, ={x/ f(x, у)}. с, este mai generală 
decât о, deoarece o,=0,0A, unde А = {х/а, y/ g(z),w/d}. 

Definiția 6. O subsiitutie O este (ип) cel mai general unificator dacă с esie un 
unificator şi este mai general decât oricare altul. (Echivalent: с este cel mai general 
unificator dacă pentru orice unificator Ө există o substituție A astfel cá 0 2094). 

Exemple. Fie Е, = f(x, g(y)) si E, = f(a(u),h(2)). Aceste două expresii nu sunt 
unificabile, deoarece unificarea arcere g =h. 

Nici expresiile E, = f(x, g(x) x) şi E, = f(glu), e(g(z))z) nu sunt unificabile, 
deoarece ar trebui să avem x=g(u)=z; dar și g(x)=g(g(z)), adică х= (2), fapt care 
implică z = g(z). 

Pentru expresiile E, = f(x e(>)) si E, = f (glu), e(2)), substitutia o={x/ в(и), 21у} 
este cel mai general unificator. 


b) Algoritmul unificárii 

Datá fiind o multime finitá de expresii (nevide) intentia eleborárii unui algoritm este 
aceea de a găsi cel mai general unificator pentru această mulțime (în cazul în care există). Таг 
dacă mulțimea nu este unificabilă, atunci algoritmul va indica acest lucru. Date fiind n 
expresii, de exemplu, algoritmul unilicării lor constă în detectarea diferențelor sau 
dezacordurilor (Dez) între ele şi eliminarea lor. 


Exemplu. Fie Е, = f(g(a,h(x))) şi E, = (g(z, h(x))). Mulțimea neconcordantelor 
(Dez) dintre E, şi E, se construieşte astfel. În expresiile E, si E, se localizează primul 
simbol (Citind de la stânga la dreapta) în care aceste expresii nu coincid. În acest exemplu, 
primul simbol (şi singurul) este cel care ocupă poziţia a cincea, respectiv a din E, siz din E,. 
Aşadar, Dez —(a, z}. Însă substitutia lui z cu a duce la eliminarea dezacordului celor două 
expresii și deci la unificarea lor. 


Algoritmul unificării. 

Fie Ex = {E,, E, ,..., E, ) o mulţime finită de expresii nevide. 

Pasul 1. Se pune К 20, Ex, = Ex şi с, =є. 

Pasul 2. Dacă Ex, este un singleton (i.e. prin eliminarea iterărilor mulțimea contine 
un singur element), atunci с, este cel mai general unificator pentru Ex. În caz contrar se 


construieşte mulțimea Dez, pentru Ex, . 
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Pasul 3. Dacă Dez, contine elementele x, si /,, unde x, este o variabilă care nu 
apare în f, , atunci se trece la pasul 4. În caz contrar Ex nu este unificabilă. 

Pasul 4. Fie с,,, =0, о (x, /t,} şi Ех. = ©, (Ex). 

Pasul 5. Se pune k =k +1 şi se trece la pasul 2. 


Exemplu. Fie Ex = {f (x,b, g(»)) f (a, 2, g(h(u)))} 

1. k=0, Ex, = Ex, 0, - €. Ex, nu este un singleton si deci С, nu este cel mai 
general unificator pentru Ex. 

2. Dez, = {x, a}. Dez, contine variabila x care nu apare in termenul a. 

3. Fie с, 20,» {x/a}= {x/a} Ex, = ©, (Ех,) = {f (a. b, e(»)) fla, Z, g(hlu))} 

4. Ex, nu este un singleton si deci vom construi Dez pentru Ex. Dez = (b.z). 

5. Fie о, =0,0{z/b}={x/a,z/b} 

Ex, = a, (Ex) = (c! bY(Ex,) = {f (a,b, e (y )) f (a,b, в\ң(и)))} 

6. Ex, nu este un singleton si deci vom construi Dez, pentru Ex,. Dez, = (у, Ми ). 

7.Fie о, =0,0{y/ h(u))= {x/a,z/b, yr h(u)}. 

Ex, = a (Ex) = {y/ h(u )КЕх,) = {f (а,Ь, в(к(и))), f (а,Ь, glhlu))}= {F lab, anl) 

8. Întrucât Ex, este un singleton, c, =(x/a,z/b,y/h(u)) este cel mai general 
unificator pentru Ex . 


Exerciţii 
1. Determinati cel mai general unificator pentru 


Ex = {P( f (x) а, e(n(>)),P(/(a)), zane) 


2. Este mulțimea de mai jos unificabilă? 


Ex = {f(x, в(у),а), f (а, e(h(2)) (c) 


Teorema unificării. Fie Ex o mulțime unificabilă de expresii. Atunci algoritmul 
unificării se termină în mod necesar în pasul 2 iar ultimul O, este cel mai general unificator 
pentru Ex. 


Demonstraţie (inducţie pe k). Fie £x mulţimea unificabilá considerată. Fie Ө un 
uni ficator arbitrar. [n acord cu definiţia celui mai general unificator, trebuie arătat că pentru 
k =0,1,2,... există o substituție A, astfel cá 02 0, ^ À, . 


k x 0. Punem 4, = 8. Şi deci vom avea 8-0,» A, şi astfel с, = є. 

Presupunem cá 0 —0,94, are loc pentru O<k < n. Dacă о (Ex) este un singleton, 
atunci algoritmul se termină în pasul 2, iar с, este cel mai general unificator pentru Ex . Dacă 
с, (Ех) nu este un singleton, atunci algoritmul unificării construieşte mulţimea Dez, a 
co, (Ex). Fiindcă Ө = c, o A, este un unificator pentru Ex, A, trebuie să unifice Dez, şi deci 
Dez, trebuie să conţină o variabilă. Fie г, orice alt element diferit de x, . Fiindcă A, unifică 
Dez,, А„(х„)= A, (t,). Însă x, nu apare în t,, deoarece, în caz contrar, А„(х„) ar apărea în 
A,(t,), fapt imposibil, căci x, si t, sunt distincti iar А„(х„)= A, (1, ). Şi deci algoritmul nu se 
termină în pasul 3, ci trece în pasul 4 si pune o,,,=0,°{x,/t,}. Fie Aa =A, - (x, / A (1,)). 
Însă x, nu apare in t, şi deci A, (t,)= A, (x, /A,(t,)M(t,) = A, (t, ). Vom avea, aşadar, 
fx, пг} А = {х, HÀ (2, Jo Ana = i, ГА, (t, o Au = {x, 1A, JG, mită / Alt, » =A 
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Adică, A, -(x,/r,]o 4,4. Aşadar, 0=0,0A,=0,0{x,/t,JoA4,,,=0,,,04,,,. Şi astfel, 
pentru orice k 20 există o substituție A, astfel cá 8 = о, » A . Fiindcă algoritmul trebuie să 
se termine şi fiindcă nu se termină la pasul 3, el trebuie să se termine la pasul 2. Apoi, fiindcă 
0=0,° А, pentru orice k, ultimul с, este cel mai general unificator pentru Ex. 


c) Rezoluția în £, 

Rezoluţia in Lp este о regulă de inferentá care generează rezolvente dintr-o mulțime 
de clauze. 

Definiţia 7. Dacă doi sau mai mulți literali (cu acelaşi semn) ai unei clauze C au cel 
mai general unificator с, atunci с(с) se numeşte factor al lui С. 


Exemplu. Fie C -—P(a,x)v Q(b, y)v О(Ь, f(z)). Cum se poate constata uşor, 
penultimii doi literali au cel mai general unificator o={y/ f (z)}. Si deci 
o(C) - ^P(a, x) v Q(b, f(z)) este un factor al lui C. 

Definifia 8. Fie C, si C; doud clauze care n-au variabile in comun iar L, si L, doi 
literali din C,, respectiv С,. Dacă L si ^L, au cel mai general unificator с, atunci clauza 
(e(C,)- o(14))u(e(C.)- o(L,)) se numeşte rezolventă binară a clauzelor C, şi C,. L, şi 
L, sunt literalii în raport cu care se obține rezolventa. 

Exemplu. Fie C, = P(z) v Q(x, y) şi C, = R(a, 2v-Q(f(a ) b). Întrucât variabila 2 
apare în ambele clauze, vom redenumi această variabilă în C, în w: R(a, w)v ~ol f(a), Б). 
Acum, L,=Q(x,y) iar L,--Q(f(a)b). Si deci —L, -Q(/(a)b). Cel mai general 
unificator al literalilor L si —L, este o={x/f (a), y/b] . Şi astfel vom avea: 

(c(c.)- o(1))u(e(C,)- o(L,)) - (P2) О(/(а),Ь)}—{О(/ (а),Ь)}) o 

О (к(а) ~ol la), b) POl la) - Ge) o (Rav) = (re R(a, w)}= P(z)v R(a, w) 
Aşadar, P(z)v R(a, w) este rezolventa binară a clauzelor C, si C,. O rezolventă a clauzelor 
C, si C, este una din unnătoarele rezolvente binare: o rezolventá binară a celor două clauze, 
о rezolventá binará a unui factor al celor douá clauze, o rezolventá binarà a clauzei C, si a 
unui factor al clauzei C,, în fine, o rezolventă binară a unui factor al lui C, şi a clauzei С,. 

Exemplu. Fie clauzele C, = Р(х, y)v Q(y)v Q(e(a)) şi С, = —P(y, g(a))v R(a,b). Cel 
mai general unificator al literalilor Q(y)v Q(e(a)) este o={y/ g(a)} Si deci un factor al 
clauzei C, este o(C,) С; = Р(х, g(a)) v Q(g(a)). lar о rezolventá a clauzelor C; si С, (ў 
deci şi o rezolventá binară a clauzelor C, si C,) este Q(g(a)) v R(a, b). 


Lema. Fie C, şi C, două clauze, fie C? şi C; exemplificări ale lor. Dacă С" este 
rezolventa clauzelor C; şi C}, atunci există o rezolventă C a clauzelor C, si C,, astfel încât 


C? este o exemplificare a lui C. 
Demonstraţie. Presupunem cá cele două clauze, C, şi C,, n-au variabile comune (in 


caz contrar trecem la redenumirea lor). Dacă L; si Ly sunt literalii în raport cu care se obține 
rezolventa clauzelor C; si C; din enunţul Lemei, atunci, în acord cu Definiţia 8, există cel 
mai general unificator с al clauzelor Li si ~L, , astfel încât 

С' = (<) of) o(e(c:)- ez). 


unde C" este o rezolventá binară a clauzelor Cj si C;. 
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Їп acord cu ipoteza lemei, C; si C; sunt exemplificări ale clauzelor C, si C,. Există 
deci o substituție Ө astfel încât C? = 6(C,) si C; = Ө(С,). Fie D... 1" literalii din C, care 
corespund lui Li ( în sensul cá e(u)-..- a(t) = L ). Fie L,- L literali din C, care 
corespund lui L,. Dacă n,m> 1, atunci pentru {гл} obtinem cel mai general unificator 
A, „respectiv pentru {L „.., xr} obţinem cel mai general unificator A,. Fie acum L = AL!) şi 
L -A(u) (Întrucât A, şi A, sunt cei mai generali unificatori, vom avea A(z)=...=4(L), 
respectiv A(u)=... = A(x) ). Si astfel, L este un literal în factorul A(C,) al lui C, iar L, 
este un literal în factorul A,(C,) al lui C,. Dacă n2 m- 1, atunci punem 4, = 4, =£, iar 
L = alr) şi L, =A, (£). Fie acum A = A, À,. Evident, L7 este o exemplificare a lui L , iar 
L, este o exemplificare a lui L. Iar fiindcă L, si —L, sunt unificabili, 4 şi —L, sunt 
unificabili. Fie ô cel mai general unificator al L şi —L,. Fie, în fine, 
C=(5(A(C,))-4(Z,)) o ((4(c;)) - (1. = 

= (5(4(C,)) - s...) o 60.) - (AU. 12])) = 

= (6° (С,)-б° 20...) 0(8дс)-9 Alfen ED) 

In acord cu enuntul lemei, C este rezolventa clauzelor C, si С,. Acum, C' este o 
exemplificare a lui C deoarece C* = (ofc; )- сіц Ju (o(c;)- er )= 

= (0(0(C,)) - da(r,.....:)))u(etetc,)- oloke, 2 })))= 

=(с (С) сө...) (се (с, )—- o «e... 


Însă о A este mai general decât 0o 8. 


=€ 


Completitudinea metodei rezolutiei in £, 
Demonstrarea completitudinii acestei metode in £, se face cu ugurinfá apelând la 


ideea de arbore semantic. De altfel, între cele două concepte, ,,rezolutie” şi „arbore semantic", 
există o strânsă corelație. 


Exemplu. Fie C=(p.—pv qap v4). Multimea formulelor elementare din C este 
{p,q}. Prezentám, mai jos, arborele diadic (semantic) complet pentru С, fie acesta Т, şi 


arborele diadic închis, T”, corespunzător lui. În 4" în paranteze sunt trecute clauzele pe care 
le contrazic mulțimile de puncte din ramura respectivă. 


În 4^ p este un punct inferential iar —p, q si ~q sunt f-puncte. Clauzele —p v—q si 
—p v q, rezolvate, dau —p , o clauză contrazisă de punctul p din 7^. Aşadar, dacă adăugăm 
—p multimii C, atunci arborele diadic pentru c'=(p.—pva.—pv—q, —p) este Т”, căci 
=p «(эру q)^ (^p v ^4). Evident, clauzele p si —p au ca rezolventá clauza vida o. Si deci 
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dacă їп C’ adăugăm о obținem arborele colapsat 7”. Acestui demers de obţinere a arborelui 
q^" îi corespunde următoarea demonstrație prin rezoluţie. 


p 
труд 
тру 9 
—p ; 2,3 Rez 
. m 1,4 Rez 
Această corelaţie dintre arbori şi rezolutie este utilă în demonstrarea completitudinii 
metodei rezoluţiei în £p- 


MP wn 


Teorema completitudinii. Fie C o mulţime de clauze. Atunci 
C este nesatisfiabilă ddacă n poate fi dedusă din C . 


Demonstrarea teoremei presupune demonstrarea următorilor conditionali: 

a) Dacă C este nesatisfiabilă, atunci D poate fi dedusă din C. 

b) Conversa lui a). 

Demonstrația lui a) are la bază următoarea idee: construcţia succesivă a unor arbori 


diadici închişi până la obținerea unui astfel de arbore care constă doar din origine. Aceasta 
echivalează cu derivarea clauzei vide a. 


Presupunem, aşadar, că C este nesatisfiabilă. Fie B={P, P,,...} baza Herbrand a 
mulțimii C iar T un arbore diadic complet pentru C . Din asumptia nesatisfiabilitátii 


mulțimii C, prin Teorema lui Herbrand, deducem cá T are un arbore diadic închis finit T”. 
Deosebim acum următoarele două cazuri: 


1. T^ are un singur punct (ie. originea). În acest caz a) are loc imediat, fiindcă 
mulţimea C contine п, singura clauză falsificabilă în originea lui 7“. 


2. d" are mai mult decât un punct. Cum 7” este finit, rezultă că 7” contine cel putin 
un punct inferential (căci în caz contrar orice punct ar avea cel puțin un succesor care nu este 


un fpunct și astfel 7° ar avea o ramură infinită, contrar asurnpției finitudinii arborelui). Fie 
P, un punct inferential al arborelui T”. Fie P, şi —P,, f-puncte ale arborelui T^. Fie M,, 


M, mulțimile de formule de pe cele două ramuri ale căror puncte finale sunt P, , respectiv 
—P,,. Cum cele două puncte finale sunt f-puncte, rezultă că există două exemplificari 
închise, Су, C; ale clauzelor C,, respectiv C,, astfel încât M, falsifică Cy, iar М, falsificá 
C;. Cum P, nu este un f-punct, iar M, si M, falsifică cele două clauze C; si C}, rezultă cá 
C, contine literalul —P,,,, iar C; contine literalul Р,,. Si astfel putem obţine următoarea 
rezolventá С” al celor două clauze C; si С: C - (C; -~P Jo (CG - P.) 

Fie M =M, - (.,]- M, - {~P}. Întrucât M contrazice ambele clauze, C; -—P,,,, 
C; - Р, rezultă cá M contrazice şi clauza C'. De unde, prin lema de mai sus, există o 
rezolventă C a clauzelor C, si C,, astfel încât С” este o exemplificare (închisă) a lui C. Fie 
acum Т” arborele diadic închis pentru multimea CU(C) si care se obține din 7^ prin 


eliminarea tuturor punctelor succesoare primului punct în care rezolventa C" este falsificata. 
Evident, numărul punctelor din T” este mai mic decât numărul punctelor din Т”. Acest 
demers teoretic se iterează, obținându-se o altă rezolventă a clauzelor din mulțimea C U{C} si 
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^" 


pe care o includem în această mulțime. Obtinem astfel un alt arbore diadic închis Т” , inclus 
in T”. Demersul continuă până la obținerea unui arbore compus doar din origine, caz in care 
clauza vida D a fost derivata. 

b) Dacá n este deductibilá din C, atunci C este nesatisfiabilá. Presupunem cá n este 


deductibilá din С. Fie Rezolv, ,..., Rezolv, rezolventele din aceasta deductie. Presupunem cá 
C este satisfiabilă. Există deci un model M =(Q,1) şi o asignare 44 in M astfel încât toate 
clauzele din C sunt adevărate in M si asignarea 44 in M. Si astfel, cum clauzele С, si C, sunt 
satisfiabile, rezultá cá orice rezolventá a acestor clauze este satisfiabila (cf. Teorema 1, 2.6.1). 
Asadar, Rezolv, ,..., Rezolv, sunt satisfiabile, fapt imposibil, pentru cá una din aceste 
rezolvente este clauza vidă o. Aşadar, C este nesatisfiabilă. 


Exerciţii 

1. Construiti o demonstrație a Teoremei lui Herbrand (variantă), utilizând forma ei 
deja demonstrată. 

2. Consiruiti o demonstraţie a regulii clauzei 1-literale şi una a regulii divizării pentru 
cazul în care C este o mulţime finită de clauze închise. 

3. Decidefi cu ajutorul metodei Davis-Putnam asupra satisfiabilitafii următoarelor 
mulțimi de clauze; 


C = {руду =, pv—4.—p.r,s) 

С = (pv —9, ру 9,97 ғ, var} 

C, 7 pv a.—p v 4} 

4. Sunt valide următoarele formule ale £, ? 

a) [p>(¢> n] 3[(»2 4)» (ро) 

b) (p24)2 (^« 2 v) 

c) (pag)al(rv р)л ^a] 

(Decideti cu ajutorul metodei Davis-Putnam). 

5. Verificati rezultatele de la exercitiul 4 cu ajutorul metodei rezolutiei їп L,- 

6.Fie с = (x/c, y/ a, z/ g(x, y)) iar E următoarea expresie: Q(h(x), г). Calculati o(E). 

7. Fie о, = (x! f (g(a.h(z))) y/ g(h(x) b), zi h(x} şi o, ={x/ flelx y). y/ elz,b)}. 
Determinati o, astfel încât 0, =0,c0,. Ce semnificație are acest fapt? 

8. Fie o, ={x/a,y/ f(z),z/y} si с, ={x/b, y/ 2,21 g(x)}. Calculati o, 0,. 

9. Sunt unificabile următoarele mulțimi de expresii? 

a) E, ={P(x, a), P(b, a)} 

b) E, = (К(с, y, у), R(c, x, g(x))} 

c) E, = (Ola, y} Qla, z), Q(b. у)} 

Acolo unde este cazul determinati cel mai general unificator. 

10. Determinati dacă următoarele clauze au factori. Argumentati răspunsul. 


a) О(у)у P(z)v О(в(у)) 

b) P(x, y)v Plb, g(b)) 

с) P(x)v P(^(z)) v О(х(г)) 

11. Au rezolventi urmátoarele perechi de clauze? Argumentati ráspunsul. 
a) C, ==P(x)v Q(x,b) , C, = P(a)v Q(a.b) 

b) C, =—P(x)v О(у, у), С, = —Q(b. g(b)) 
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3.5. Interpolare si definibilitate in 7, 


Lema interpolarii (Craig) 

Să ne oprim din nou la ideea de interpolare în logica propozitiilor"". 

Definiţie. O formulă y se numeşte interpolant pentru implicatia & В dacă toate 
variabilele propozitionale din y apar atât în a cât şi în B iar a 2 y şi уо В sunt formule 
valide. 

Exemplu. Formula —p v (q ^ r) 2 (p v ^r) are ca interpolant formula —p v r . 

Lema interpolării în Lp. Dacă a 2 В este o formulă validă а £,, atunci ea are un 
interpolant. 

Demonstraţie. Fie M —(0,,..,&,) o mulţime finită de formule ale £,. Fie а“ 
conjunctia formulelor din M. M se numeşte Craig-consistentă dacă există o partiție a lui M in 
mulțimile M, si M, (ie. M=M,UM, si M,QM,=®@) astfel cá a; о 05 nu are 
interpolant. 

(Сотғарогіјіе). Presupunem cá € В nu are interpolant. Fie M ={a,}, fie 
partitia M, = {а}, M, - (48). Dacă о” > —(-Jf^ ) ar avea un interpolant y, atunci 7 ar fi, 
evident, interpolant si pentru а> f. Si deci а > 2") nare interpolant. Asadar, 
M -(a,—B) este Craig-consistentă. Si deci nu este demonstrabilà in £, —(aA—f), 
echivalent, nu este demonstrabila ~g v f, adică а D J. Prin teorema de completitudine 
rezultă cá œ D В nu este o formula validă a £, . (Echivalent, rezultatul poate fi obținut astfel: 
din faptul cá M = (0,5) este Craig-consistentă rezultă (prin lema satisfiabilitatii, 2.5.7) cá 
M este satisfiabilă și deci œ 2 fj nu este valida). 

Existența unui interpolant depinde de limbaj. Dacă limbajul nu contine, de exemplu, 
constanta L (falsitate), atunci formula valida (рэ p)> (q> q) n-are interpolant. 
Presupunem, in cele ce urmează, că limbajul considerat contine simbolul 4.. Pentru logica 
predicatelor vom considera sistemul Gentzen LK. 

Sistemul Gentzen LK este o extensie a sistemului LK* (de logică propozițională) aşa 
cum a fost el expus în 2.5.10, adãugând reguli specifice formulelor cuantificate. Acest sistem 
va fi considerat în cele ce urmează în vederea demonstrárii unor rezultate fundamentale din 
Lp: Lema interpolării (Craig), Teorema definibilitajii (Beth) si Teorema consistentei 
(Robinson). 

Sistemul LK este, aşadar, sistemul LK ' format din reguli structurale, regula tăieturii gi 
regulile logice, la care se adaugă regulile specifice cuantificatorilor. 


V, o(x/t) T > A V; T > A a(x! y) 
Г,Уха > Л ГЭ Д,Уха 

а. a(x/ y >A di D A,aíx/t) 
D,dxa > å Г э А,Чх@ 


În aceste reguli x este o variabilă arbitrară, y si sunt termeni liberi pentru x în formula 
@ iar y nu apare liberă in a. In V, şi 3, y nu apare liberă їп secventul concluziei. [n aceste 


reguli y se numeste variabilá specificá (Eigenvariable). 
Axiomele sistemului LK sunt orice formulă de forma @—a@. Sistemul Gentzen 
obținut din sistemul LK prin eliminarea regulii tăieturii este sisternul LK-Taiet. 


? Comp. şi 2.5.6. 
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În cele ce urmează prin a@(x/t) vom înțelege, asa cum am procedat până acum, 
substitutia variabilei x cu un element t, cu condiția ca ! este liber pentru x în formula а. Prin 
expresia a(x/tXy/2) vom înţelege formula obţinută din a(x/ t) prin substitutia variabilei 
nelegate y din această formulă cu variabila z care nu apare їп formula. 
(vxa)(y/z)- Vxa(y/z) cu condiţia: y nu apare legată in Ухо (si deci y £x). Apoi, 
formula a@(y/z)(x/t)(e(y/z)) este chiar formula a(x/1Xy/2z) obținută pe următoarea cale: in 
formula a iniţială se substituie y cu 2, în rezultatul astfel obținut se substituie x cu f iar in t se 
substituie y cu 2. 

Fie y o variabilă din £,. Dacă toate ocurentele variabilei y in formula a sunt libere, 


atunci, prin definiţie, y este o variabilă nelegatá in a. y este nelegatá într-un secvent Г — A 
dacá y este nelegatá їп niciuna din formulele din Г si A. Similar, y este nelegatá intr-un 
arbore deductiv Т dacă y nu este legată în nici un secvent care apare in Т. 

Prin secventul (Г  AXy/z) se înțelege secventul obținut din Г — A prin substitutia 


variabilei y cu variabila z in toate formulele din Г si A. Similar, prin T (y/z) se infelege 
arborele deductiv obţinut din T prin înlocuirea oricărui secvent Г» А cu (F  AYy/z), 
unde y este o variabilă nelegatá in T iar z nu apare în Т. (La fel pentru T (y/£), unde y este 


o variabilă nelegată în Т, t este liber pentru y în toate formulele în care se face substitutia, iar 
y şi variabilele libere din г sunt distincte de toate variabilele specifice din Т). Similar, pentru 
T (y/c), unde ce £s 


Lema 1. Fie Т o LK-demonstrafie pentru secventul Г > A iar y o variabilă care nu 
apare legată їп Т. Fie z o variabilă arbitrară care nu apare in T. T (y/z) este un arbore 
demonstrativ. Similar T (с! г) este un arbore demonstrativ, unde сє £, este o constantă 
care apare їп Т. 

Demonstrafie (inductie pe arbori demonstrati vi). Considerám doar cáteva cazuri. 

T este un secvent Г ә Л axiomă. Evident, în acord cu ideea substitutiei, 
T > A (y/2) este o axiomă. 


Cazurile regulilor structurale $1 a celor logice din £, sunt rezultate imediate. 
Fie V, o(x/t) TA t este liber pentru x în @. 
Vxa,U эл 


Arborele demonstrativ T (y/z) arată astfel: 
T* 
а(х), гэл 


Уха, Г A^ 


Prin ipoteza inducției, 7'(y/z) este un arbore demonstrativ al secventului 
a(x/t%y/2), T(y/z) 9 A(y/z). Fiindcă y nu apare legată în T (prin asumptia lemei), 
rezultă cá yzx şi deci (vxa)(y /2)= vxa(y!z). Însă a(x/ tXy/z)= a(y ! z(x!tYt(y! z)). 
Variabila z nu apare liberă în T (prin asumptia lemei). Si astfel termenul (у / г) este liber 
pentru x in a(y/2). Si astfel arborele T (y/z) este următorul arbore demonstrativ 
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т (1) 
a(y! zx t Xy ! z)), T(y/z)9 A(y/ z) 
vxa(y!z), T(y/z) > A(y/z) 


Fie acum V, DA, ax! w) w nu este liberă in Dl A, Ухо. 
T> A, Уха 


Arborele demonstrativ T (y/z) este urmatorul: 
T" 


T> A,a(x/w) 


ГА, Уха 

Уот avea douá cazuri: 

а) у= и si w nu apare liberă in Г, A, Ухо. Prin ipoteza inducției T” (y! z) este un 
arbore demonstrativ pentru (Г э A,a(x/y)Xy/z), adică pentru T — A o(x/z). Însă 
variabila z nu apare in Г э A, Уха (pentru cá nu apare în Т) şi astfel regula V, se aplică iar 
T (y/ z) este un arbore demonstrativ. 

b) y#w. Prin ipoteza inducției Т (y/z) este un arbore demonstrativ pentru 
T(y/z) 5 A(y/z) a(x/ wy 72). Însă a(x/w)y/2)= «(у г) о). Таг fiindcă y zw vom 
avea a(x! „Ху / г) = a(y/ z(x/w). Aşadar, fiindcă z nu apare în T, z £w şi astfel w nu 
apare liberá in T(y/ z) 2 A(y/z), vxa(y! г). Si deci V, seaplicá iar T (y/z) este arborele 
demonstrativ T' (yiz) 


T(y/z) 2 A(y/ 2), о(у/ zx! w) 


r(y/z)5 А(у/ г), vxaty Гг) 

Fie £ un limbaj în care singurii termeni sunt variabilele si constantele, care confine 
simbolul 1 * si care nu contine = si =. 

Lema 2. Fie (^, T) o partiție a mulţimii T iar (A,,A, ) о partiție a mulțimii A. Fie 
următorii secventi Г, > A,, Г, > А,. Există atunci o formulă y a sistemului LK^, numită 
interpolant al secventului U — А astfel încât toate simbolurile predicative, constantele si 
variabilele libere din y apar atât în ПОД, cát şi în D UA, şi T, A, y si y, D > A, 
sunt secvenji LK* -demonstrabili. 

Demonstrafie (inductie pe arbori dem. fara regula táieturii) 

Vom considera cáteva cazuri: 

1 [A este o axiomá, adică o expresie de forma œ — a . Sunt posibile următoarele 
4 cazuri, cu interpolan|ii corespunzători: 

aLDLoA,IL,o4A4,sutaoa,0o9;y-L 

b) Г, әд, Г, 2A, sunt 920, ava; у= 


А : ; A К d eere m | 
9! În continuare, prin LK vom înţelege o extensie a sistemului LK їп саге L—> este axiomă. 
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c) IA, Г, эл, sunt e> 0,0 a; у=а 
dD A, D> 4, snt Ø> a, a> Ø, y--a« 
2. Inferenja considerată este ^, : 

ToA,a ToA,A 


ГЭА,алд 

Fie următorii secventi: a) Г, > Ду, алд Г, ЭА, sib) IA, L4, алд. 
Vom considera doar cazul a) (b) біпа similar) Din secventii respectivi construim 
următoarele perechi: 1. Г > A,,@ Г, >å, şi 2. T; 9A, T, A,. Prin ipoteza 
inducției, există formulele y, si y, astfel încât următorii secventi sunt demonstrabili: 3. 
DSA, у, 4. 3,7, 9A; 5. П ЭД, Д, р $6. y,, T, ^. Din 3 şi 5 deducem cá 
sunt demonstrabili si secventii. 7. Г 2 A,,@,%V y, (prin v) $8. Г, 9 A,, B, y, v y, (prin 
v4). Iar prin ^, este demonstrabil, pe baza 7 şi 8, si secventul 9. Г, — Д,,ал B, y, v y, Din 
4 şi 6, prin v,, deducem cá este demonstrabil si secventul 10. уу у, Г,  A,. lar din 9 si 


10 deducem cá y, v 7, este interpolantul cáutat. 


3. Inferenta considerată este V}: 
TA, a(x/ у) 


ITE ,y nu apare liberá in concluzie. 
ГЭД, Уха 


Fie următorii secventi: а) П > A,,Vx@ Г, ЭДА, sib) I4, Г, дА, Ухо. 
Ca mai sus, vom considera doar a). Prin ipoteza inductiei existá о formulá interpolant у astfel 
incat 
Il. I1 3A, ,a(x! y), у şi 2. y,L, > А, sunt demonstrabili. y nu conține variabila y, căci 
dacă ar contine-o, atunci, în acord cu enunţul lemei, y ar fi conținută si în D UA, si deci ar fi 
şi variabilă a secventului Г — A, ceea ce ar contrazice restrictia din V, . Însă, din faptul că 1 
este demonstrabil rezultă, prin V,, că şi 3. Г, 2 Д,, Ухо, у este demonstrabil. Din 2 şi 3 
deducem că 7 este un interpolant. 

4. Inferenta considerată este V, : 

a(x It) T A 


,teste liber pentru x in a. 
Уха, Гэ А 


Fie următorii ѕесуепії: а) Уха,Г ЭА IA, şi ГАЛА, “хаг, > 4,- 
Luăm doar cazul a). Prin ipoteza inducției există о formulă 7 astfel cá 1. o(x/t), T, > A,,7 
$i 
2. y, I5; + A, sunt secventi demonstrabili. Din 1 deducem, prin V,, cá 3. Vxa I; 2 A,,y 
este demonstrabil. Acum, vorn considera separat cele două cazuri, după cum f este sau nu о 
variabilă. 

1= 2. Presupunem cá z nu apare în secventul concluzie. Atunci, prin V, , deducem, 
din 3, că Vxa,l, —A,,Yzy este demonstrabil. Similar, prin V,, din 2 deducem cá 
Vzy,D, ^, este demonstrabil. Întrucât formula y confine toate simbolurile (pentru 
predicate, constante si variabile) care apar in {a(x /z), T; juu A, si Г, UA, iar z nu apare liberă 
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in secventul din concluzie, formula Vzy va contine toate aceste simboluri. Dacà z apare 
liberá in {а(х / z)nju A,, atunci 7 este un interpolant, fiindcă dacă 7 confine z, atunci, prin 
ipoteza inducției, z apare atât în (a(x/ z),D)uA, „cât şi în T, UA,. 

t nu este o variabilă. În acest caz fie x,,...,x, si с,...,с, variabilele si constantele din / 
care apar în 7 şi nu apar în {vxa,T }u A,. in demonstratia secventului a(x! DT, > А,,7, 
înlocuim toate ocurenfele simbolurilor x,..., x, $i c,,...,c,, din £ $i y cu variabile noi, care nu 


араг în demonstrație, 2,,..., 2 Fie f° termenul nou astfel obținut, бе 7' formula nouă 


л+т ^ 
obținută prin substitutia indicată. Rezultă că şi secventul a(xi £r —A,,y este 


demonstrabil. Însă variabilele z,..,2,,, nu apar libere in Vxa,I;  A,, Vz..Vz,,,) si 


ntm 
astfel, prin V, si V,, este demonstrabil secventul “хо, I, — A,, Vz,...Vz,,,, y' . Cum, prin 
У, , este demonstrabil si secventul Vz,..Vz,,,, 7 ‚Г, > A,, rezultă cà formula Vz,..Vz,,, y 


este un interpolant. 


Lema interpoldrii (Craig). Fie £ limbajul specificat în raport cu Lema 2. Fie 
a, Be L astfel cá a D В este LK-demonstrabild. 


1. Dacă a şi В au simboluri predicative comune, atunci există o formulă y, 
interpolant al implicatiei ао В, astfel încât toate simbolurile predicative, constantele yi 
variabilele libere din y apar în ambele formule, a şi D, iar implicațiile à 2 y şi y 2 В 
sunt LK-demonstrabile. 

2. Dacă а si В n-au nici un simbol predicativ în comun, atunci fie a — este LK- 
demonstrabil, fie — В este LK-demonstrabil. 

Demonstraţie. Pe baza regulii tăieturii conchidem cà — a D J este LK-demonstrabil 
ddacă а — J este LK-demonstrabil. Considerăm următorii secventi: Г, > A, si Г, ЭА, în 
care [,=a@, Д, =0, T,= Ø, А, = 8. Prin Lema 2 există o formulă y a LK* astfel că 
а—эу si y f sunt LK*-demonstrabili si toate simbolurile predicative, constantele si 
variabilele libere din y apar în a si Д. Dacă P" este un simbol predicativ n-adic comun 
celor două formule a şi 3, atunci fie Р" enunţul: Vy,... Vy, (Py... Ya APY sy, )), си 
у» у, variabile noi Fie Y' formula obținută din y prin înlocuirea echivalentă a tuturor 
ocurenfelor simbolului L din у cu Р". Pe baza echivalentei lor putem obţine їп LK 
demonstraţii ale secventilor a> 7 si у Bl. Si deci secventi >@ >% şi y о д 
sunt LK-demonstrabili, iar formula 7” este interpolantul căutat. 

Dacă cele două formule, œ şi J, n-au nici un simbol predicativ în comun, atunci 
formula y din Lema 2 confine doar L ca o formulă elementară. Prin inducţie pe structura 
formulei y se poate arăta că fie — y este LK*-demonstrabil, fie уә este LK'- 
demonstrabil. Si deci, prin regula tăieturii, se poate arăta că fie a — este LK*-demonstrabil, 
fie — J este LK*-demonstrabil. Însă nici œ, nici f nu contin L, iar teorema eliminării 


tăieturii are loc pentru LK*. Si deci o demonstraţie în LK* fără regula tăieturii pentru @ > 
sau — J este de fapt o demonstrație in LK. 
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Teorema definibilitatii (Beth) 
Lema interpolárii permite demonstrarea unui rezultat fundamental in £,, teorema lui 


Beth cu privire la definibilitate, teoremá care redá un mod al corelafiei dintre sintaxá si 
semanticá. 

Definibilitate explicită, definibilitate implicită 

Fie @,,....@, formule închise ale £,, care contin strict simbolurile predicative 
B,..,D,,Q. 0,..,€, pot fi considerate axiomele unei teorii Т de ordinul întâi. Fie, aşadar, 
т (P,..., P,.0) conjuncfia formulelor @,,...,.@,, i.e. a ^... ^. 

Definiţia 1. Presupunem că există o formulă В(Р,...,Р.) а Lp, їп care argumentele 
simbolurilor predicative P,..,P, sunt variabile din mulțimea {x,,....x,}. O este definit 
explicit din P.. P, în teoria bazată pe 0...9, (echivalent, Т (P,...,P,,Q) defineste Q 
explicit) dacă următorul secvent este demonstrabil: 

> T(P., P,Q) 2 Vx. Vx, (Q(x,.... x, ) = В(Р,...., P.)) 

Echivalent, secventul (P,...,P,,0) > Vx Vx, (Q(x,,....x,)= Д(Р,,...Р„)) езе 
demonstrabil si deci valid (prin teorema de corectitudine), echivalent existá un tablou inchis 
pentru mulțimea {Т (P....,P,,Q), Vx. Vx, (O(x,,....%,) = B(P,..»P,))}, echivalent, dacă 5 este 
orice axiomatizare a £, iar lui S îi adăugăm axiomele @,..,@,, atunci formula 
Vx. Vx (Olx. Xp) = В(Р,...,Р, )) este demonstrabilà. 

Formula В(Р,....,Р,) se numeste definifie explicitd a lui Q(x». x, ) din B,..., D, în teoria Т. 

Definiţia 2. Fie P,.., P,,Q,Q' simboluri predicative distincte. Fie Т (P.....P,,0°) 
teoria obținută din Т (p,... P..Q) prin substitutia lui О cu О". О este definit implicit din 
B, P, în teoria bazată pe 0,...,€, (echivalent, T (P,...,P,,Q) defineşte О implicit) dacă 
este demonstrabilă (si deci validă) următoarea formulă: 

(т (Р,,...Р„,О)лт(Р,,...Р„, O) х,..эх„(О(х,...., х,) =O" (8... x, )) 

Cele două concepte, definibilitaie explicită si definibilitate implicită, se implică reciproc. Sá 
vedem mai întâi cum definibilitatea explicită o implică pe cea implicită. Ceea ce trebuie arătat 
este următorul fapt: dacă formula Т(Р,,... P, О) 2 Vx... Vx (Q(x ..... x.) = В(Р,..., P,)) este 
validă, atunci Т (P,...,P,,Q) defineste Q implicit, adicá conditionalul din Def 2 este o 
formulă validă. Presupunem că antecedentul acestui conditional, 
T(P, P O)A T (р... B; 0"), este o formulă validă (i.e. adevărată în orice model). Ceea ce 
înseamnă că 7 (Р,...,Р.,0) şi Т (5... P,.0) sunt formule valide. Din aceste formule valide 


şi din formula din Def. 1 (asumată ca validă) conchidem asupra validității următoarelor 
formule 


Vx... Vx, (Q(x... x.) (В... Р,) 


Vx... Vx (0 (xxn) = В(Р.....Р,)), 
formule din care obtinem urmátoarea formula valida 
Vx Vx, (A(x, sX,)8 O (XXn ). 
Implicatia conversa, cea dintre definibilitatea implicitá si cea explicitá, face obiectul 
teoremei lui Beth. 


Teorema definibilitátii (Beth). Dacă О este definit implicit din P,....P, în teoria 
T(P, Р, О), atunci 
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]. Dacă vreunul din simbolurile predicative P(lsi € m) apare in Т(Р, aus, 0), 
atunci există o formulă B(P,,..., Р) care defineşte Q explicit din P....,P,. 
2. Dacă nici unul din simbolurile predicative P,..., P, пи apare în T(P TM P,Q), 
atunci este validă strict una din următoarele formule 
T(P,.., P Q) 2 Vx... Vx, Q(n,.... x, ) 
T(P, P, Q) > Va, Vx,-Q(x,...,x,) 


Demonstraţie. 
pei, că Q este definit implicit în T(P 2,0) , adicá 
т(р,..,Р,,О)л^т(Р,..,Р,,0')> Vx. Vx (Qs... x.) = Q' (x... x,)) este o formulă validă. 


Însă zs П P,Q) si T (B... P0") sunt formule închise (fiindcă reprezintă conjunctia unor 
formule închise) şi astfel este validă şi formula 

a) (r(B,... P,.Q)A T(B,.... P P,Q" )> lolx, Т x)= Q'(x,...x,)) din саге conchidem 
asupra validitátii formulei 

b) (7(2,.... P, Q) ^ Ola... x) (T(P, P р.,0')> О'(х,,...‚х„)) deoarece a) are 
forma (ал ß)>(y=ô8), din a cărei validitate putem conchide asupra formulei 
(a^ y)2(82 6). 

1. Dacá in T(P., PQ) apar simboluri predicative din lista A ,..., P, , iar b) este о 
formulă validă, atunci, în acord cu Lema lui Craig există o formulă y ale cărei siinboluri 


predicative, constante şi variabile libere apar atât în antecedentul cât şi în consecventul 
formulei implicative din b), astfel încât următoarele formule sunt valide: 


с) (I(B, Py Q)A O(% 11%, )) I 
d y2(r(h...P, ,9')2 0'(%....,х,)) 
Însă Q' m apare in antecedentul implicatiei din c), asa cum О nu apare in 


consecventul implicafiei principale din d). Dacá ín d) i] substituim pe Q' cu Q, atunci 
obtinem formula validá 

e) y D(T(B,.. 5,9) 2 O(x,....%,)), 
din care obtinem o altá formulá validá, implicatá de aceasta, respectiv 

DTP Pa 0) D (YD О(х,..., х„)) 
Iar din c) obținem formula validă 

в) T(P». Pa, Q) > (Q(x...x,) 7) 
Din f) si g) obținem, în fine, formula valida 

h) T (Pia. P,,9)> CE ). adicá rezultatul urmátor: formula у defineste О 
explicit din P.,..., P, . 


2. Dacă nici unul din simbolurile predicative P,..., P, nu apare in T(B... Ey P.,Q), 
atunci, prin Lema lui Craig (2), strict una din urmátoarele douá formule este valida: 


a) —(т(р, TPs: E P. .Q)^ Q(x,... эх x,)) 

b) d(h.... Pa O°) Q (so) 
Si deci, validitatea uneia din formulele 

c) 7(Р,..,Р,,0)>-0(х,..„х,) 

d) T(P,,...,P,,Q) > Q(x,..,x,) 


pe baza cărora obținem rezultatul 2 al teoremei definibilitatii. 
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Teorema consistentei (Robinson) 

Definiţia 1. Fie г. şi Lp, două limbaje ale logicii predicatelor (de ordinul întâi). 
Dacă mulțimile simbolurilor predicative, simbolurilor funcţionale şi simbolurilor pentru 
constante ale limbajului L, sunt submultimi ale mulțimilor corespunzătoare ale limbajului 
G. atunci Съ este o extensie a Lp. 

Definiția 2. Fie M o mulţime de formule închise ale £,. M este o mulțime completă 
dacă pentru orice formulă închisă y: fie- M — y, fie - M — —y dar nu amândouă. 

Кетагсӣ. Dacă M este o mulțime de formule închise, atunci următoarea echivalență 
are loc: Mulțimea (y: | M — y) este maximal-consistentá echival M este completă. 
(Argumentati). 

Teorema consistentei (Robinson). Fie L, un limbaj al logicii predicatelor, ће C£, si 
£y două extensii ale £, , astfel cá L, =£, r£. Fie M, o mulţime de formule închise ale 
Lp, fie M, o mulţime de formule închise ale £;, ће M =Мүс\М,. Dacă M, si M, sunt 
mulțimi consistente iar M este completă, atunci M, UM, este o mulțime consistentă. 


E? 


Remarcă. Condiţia „М este completa” este necesară, căci dacă M ar fi incompletă (i.e. 
dacă ar exista o formulă închisă, y, a £p, astfel încât nici y, nici ~y nu sunt M- 
demonstrabile, atunci M, ar putea contine y, iar М, ar putea conține —7 si astfel reuniunea 
lor, M, UM, ar fi inconsistentă. 

Demonstraţie (reductio). Presupunem cá М, UM, este inconsistentă. Rezultă cá 
secventul M, UM, — este valid. Prin teorema de completitudine (a sistemelor Gentzen) 
rezultă că există un subsecvent finit О,...,9,, Pi- a — al secventului M, М, — şi care 
este demonstrabil (unde @,,...@,€M,,f,...8,€M,). Ín acord cu sensul intuitiv al 
secventului, este demonstrabilá formula implicativă —(a, A... ^ &, ^ A A... fl, ), echivalent, 
este demonstrabilá formula Aa, ^...^a,) v B, л...^ A F adicá 
(a, A...Aa,)> (8, ^..^Д,). Presupunem cá д nu conţine simboluri funcționale. Aplicám 


acum Lema lui Craig formulei demonstrabile de mai sus. Considerám, succesiv, cele douá 
cazuri posibile. 


1. Considerăm cá antecedentul, @A..A@,, si consecventul AB, ^... ^ B,), 


implicatiei demonstrabile de mai sus au simboluri predicatve comune. În acord cu Lema lui 
Craig, există o formulă 7, astfel încât ambele formule de mai jos sunt demonstrabile 


L (a, ^..^a,)2 y 

2. y 2 B, ^.^ Ba) 
iar simbolurile predicative, coustantele şi variabilele libere din y se regăsesc atât in 
antecedentul cât şi în consecventul implicatiei demonstrabile (a, ^... ^a,) 2 XB, A.A B,). 
Însă formulele acestei implicaţii sunt, toate, formule închise. Şi deci y este o formulă închisă. 
yE Lp, deoarece Lp = £, U £,. Cum mulțimea M este completă, fie y este M-demonstrabilă, 
fie ~y este M-demonstrabilă. Dacă y este M-demonstrabilă, împreună cu formula 2, rezultă 
că —{Д\л..л B.) este M-demonstrabilá, rezultat care contrazice consistenta asumata a 
mulțimii M,. lar даса ~y este M-demonstrabilá, atunci laolaltă cu formula 1, rezultă cá 
-(a, ^... ^ Qt, este M-demonstrabilà, ceea ce contrazice consistenta asumată a mulțimii M, . 
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2. Dacă ал... ла, şi B, ^.^ B.) nu au nici un simbol predicativ in comun, 
atunci, in acord cu Lema lui Craig, este demonstrabilá fie formula (a, ^A a,), fie formula 
AB A.A B,). În primul caz este contrazisă consistenta asumată a mulțimii M, ‚їп al doilea, 


este contrazisă consistenţa mulţimii M, . 
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Capitolul 4 
Logica modală propozițională ( г, ») 
4.1. Sintaxa £,° 


4.1.1. Limba jul logicii modale propozitionale ( £, °) Е 

a) Simboluri primitive: р, q, т, ..., py, Pa, ... (simboluri lingvistice pentru variabile 
propozitionale); —,», о (simboluri logice pentru operatori)”; LGLbL) ( (simboluri auxiliare 
(i.e. paranteze)). 

b) Reguli de formare a formulelor limbajului £, =: 


1. Orice variabilă propozițională este o formulă (elementară) a £s. 

2. Раса a este o formula a £,5, atunci —a este o formulă a 4, 5, 

3. Dacă a şi fj sunt formule ale Lya, atunci e fj este o formulă a £,°. 
4. Dacă a este o formulă a £,^, atunci aa este o formulá a £,*. 

c) Definiţie. Def o. да =, naa. 


Limbajul logicii modale propozitionale este bazat pe limbajul logicii nemodale a 
propozitiilor si va rámáne neschimbat pentru toate sistemele modale de logicá propozitionalá. 
Sistemele modale vor fi specificate agadar doar prin axiomele considerate si prin regulile de 
deductie. 

Vom prezenta in continuare cáteva sisteme de logicá modalà propozitionalá, la care ne 
vom referi constant de-a lungul capitolelor 4 si 5. 


4.1.2. Sisteme de logica modalà propozitionala 

Sistemul modal X? 

Axiomele sistemului  : 

L, ^ Dacă a este o formulă validă (tautologie) a Lp atunci a este o axiomă a 


sistemului К. 


! În cele ce urmează structura simbolică „ L£, »* semnifică atât limbajul logicii modale propoziționale aşa cum 


este el expus ín 4.1.1 cât şi toate construcțiile cu care operám utilizând acest limbaj, adică logica modală 
propozițională. 


? Simbolul „o” denotă oricare din operatorii binari: A,V,D,=,+, С.С, /, | А f „În calcule, el va fi explicitat 
cel mai adesea prin D . 
3 Numele de „ K” a fost dat în onoarea contribuţiilor remarcabile în studiul logicii modale ale lui S. Kripke (cf. 


E.J. Lemmon si D.S. Scott, The „Lemmon Notes": An Introduction to Modal Logic, (ed.) K. Segerberg, Oxford, 
Basil Blackwell, 1977). 


і L, este o schemá de ахїота. Deosebirea este urmátoarea: axioma este o formula a calculului ca atare, in timp 
ce schema de axiomá este un enunt care spune cá orice formula care satisface anumite conditii este o axiomá. 
Schema L, menţionează drept condiție conceptul validității formulei, propriu г, Р 
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K: 0(p2q)>(0p20q) 


Reguli de deducție: 
Subst alp.. p) MP a, aD 
ap, / Bi- Ру! B.) B 
N a 
aoa 


Remarcă. Axioma sistemului X, exprimă ideea distribuirii operatorului modal o in 
raport cu >. Cele două reguli, Subst şi MP nu sunt specifice calculelor modale, ele sunt 
regulile corespunzătoare din £,. Regula necesității, în schimb, este specifică £,* si asertează 
deducerea necesității unei formule din simpla asertare a formulei respective în premisă. 

Conceptele ,,demonstratie” şi ,,deductie” sunt cele din 2.3.1. 

In afara regulilor de mai sus, în demonstrații vom utiliza şi reguli derivate de deducție. 
Se numesc „derivate” deoarece folosirea lor în demonstraţii nu este obligatorie (dar fără a 
căror utilizare demonstrațiile ar fi uneori greoaie) si pentru că ele însele pot fi demonstrate. Sá 
ilustrám acest lucru. Fie, așadar, regula derivată R,, de mai jos: 


R, _a> В, boa 
az 
Demonstrația штпаӣќоаге ne arată că demonstrarea echivalentei œ = 3, sub asumptia 
demonstrării celor două implicaţii, se poate face fără utilizarea R,. Mai mult, această 
demonstraţie figurează și ca demonstrație a regulii înseşi. 


1. 22 В; as 

2. BIG; as 

3. (p>a)>lta> p)>(p=a):L, 

4. (a> В) 2[(82 0) («= B)] :3 pla, 9/8 
5. (B2a)2 («= B) ; 1,4 MP 


6. а= B ‚2,5 MP 
Lectura acestei dezvoltări simbolice este cea exersatá in 2.3. Indicatiile de după 
punctuatia ,, ; " ne aratá de fiecare data modul de obtinere a formulei respective. Mentiunea 
»L,”, la sfârşitul formulei 3, de exemplu, ne arată cá e vorba despre o formulă validă а £, si 
care poate fi axiomá a sistemului  , sau despre o formulă derivabilă în С, $, Formula din 


pasul 4 se poate obtine din formula din pasul 3 prin substitutiile mentionate in dreptul acestei 
formule. Indicatiile urmátoare, din pasii 5 si 6, ne aratá pasii din care ele au fost obtinute si 
regula corespunzátoare, aici modus ponens. 


Remarcă. Rezultatul de mai sus, cu privire la R,, ne arată că o regulă derivată a 
sistemului X se poate obţine din orice formulă validă a £, în care operatorul principal este 


>. De exemplu, din (p> Е [la >r)>(p> r)] (legea silogismului / atenuarea implicatiei) 
putem obține 


5 Pentru o prezentare sistematică a principalelor formule valide ale г, : comp. 2.1.2.3 si V. Draghici, Logica 
matematică, Editura „Casa Cărţii de Ştiinţă”, Cluj-Napoca, 2002, Cap. 1. 
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R, ао В, Bry 
25 ӯ 


1. 42 В; as 

2. B2 y;as 

‚(рэа)э[(аэт)э(рэг)]; L, 

(a> 8)5((B»2r)5(a2y]:3 pla, 918, rly 
Ў (85 y)5(a52 y) ; L4MP 

‚зу ; 2,5 MP 


nn Aa W 


R, asp R, а= В 
па >of na =of 


1. 45 Д; as (Exercifiu) 
2.0(a2 B) ;1N 

3.0 (а> B) 5(na 200) ; К р/а, 4/18 

4.na 2 08; 2,3 MP 


Inloc (regula înlocuirii). Este un corolar al teoremei înlocuirii (echivalentilor) (comp. 
2.1.5). 
Inloc BEY., а, 


a, > 


unde &, este o formulă a cărei subformulă este /7 iar @, se obține din @, prin înlocuirea a 
zero sau mai multe ocurenfe ale subformulei 8 cu formula echivalentă y. 
Pe baza definiției operatorului posibilitate (Def. 0), in K putem demonstra următoarea 
echivalență ap = — 0 —p, în următorul fel: 
K,51. p=—-p ; L, 
2.0 p=—7op ; 1 plap 
3.0 pap ; 1,2 Inloc 
4.0 p=30-p: ; 3 Def. 0. 

Această teoremă ne dă posibilitatea să schimbăm reciproc locul operatorilor o şi 0 cu 
condiția că, de fiecare dată, punem o negatie înaintea operatorului si alta după operator. Însă 
acest lucru este valabil nu numai pentru un operator modal, ci şi pentru un şir compact de 
operatori modali (i.e. operatori aláturafi), cu condiţia că le schimbăm reciproc locul în toate 
ocurentele lor. 

Exemple: оддоос poate fi schimbat cu 70000 ^ 

— 000 poate fi schimbat cu 000 ^ 
000 — poate fi schimbat cu 400n etc. 

O astfel de operaţie face conţinutul regulii interschimbării operatorilor modali 

(Inter sch). 


Intersch. Într-o teoremă, în orice şir compact de operatori, construit din n şi O, 
operatorii о şi 9 îşi pot schimba reciproc locul ín toate ocurenfele lor, cu condiția 
introducerii unei negatit atât înaintea șirului cât si după el. 


$ Teoremele sistemului K vor fi numerotate / indicate corespunzător: K,, K, etc. 
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Regula Intersch se poate aplica şi oricărui subsir compact al sirului inițial, restul 
sirului rămânând neschimbat. Exemplu: 
m0o000c se poate înlocui cu —000—n0o 


Rs —a2f — 
0a 20f 


1. аэ f ;as 

2. (p> 4)5 (фәр); L, 

3. (a2 8) 2(58 2-3) ;2 pla, 918 
4. ~f 25 -a ; 1,3 MP 

5.538 20-а ;4 R, 

6. 10-0 D ^n ; 5 L, (contrapoz.) 
7. да 2 0f) ; Intersch. 


K, n(p^q)2 (0 pang) 
. (p^q)2 p ; 1, 
: (p^q)24 Я L, 
. n(p^q)2np;1 R, 


1 
2 
3 
4. n0(p^q)2ug;2 R, 
5. (рэ )>[(р> ) 3(»2 (a^) ; L, 
6. (о(рлд) > np) > [o(p ^a) 2 0g) > (n(p^q) 2 (ap^ uq) ; 5 pla(p^aq). 
q/ap, ал 
7. (G(p^q)2 5g) 2 (G(p^q)2 (ар ^aq)) ; 36 MP 


8. a(p^q)2(np^ng); 4,7 MP 


K, (np^ng)2 n(p^q) 
1. p2[a2(p^a) : L, 
2. прэп[д> (р^ 9)];1 К, 
3.n(p2 4)2 (np2 ng); К 
4. а(а > (рл) > (092 a(p^q) ; K р/9,9/р^9 
5. (рэ а)> [a2 (c2s)]2(p^r)2s] ; L, 
6.[np> n (42 (p ^a))12 {lola > (р^9)) 2 (0q2 n(p^a))] 2 (ap^ a) 2 
2 0(p^4)1) ; $ р/ор, qalq 2 (p ^ 4)), #04, sin (p ^q) 
1. [o(4 > (р^ 4) 3(6q2 o(p aq) 2 (ap aa) 2 a(p^a)); 2,6 MP 
8. (opa ug) 2 n(p ла) ; 4,7 MP 
K, о(рля) =(0р Ang) (Exercitiu) 


K’ n(p, ^.^ р,)=(0 р ^..^ор,)  (n-—l aplicaţii ale K, ; exercițiu). 
K, (Gp vag) >O( pvq) (Exercitiu) 


К, O0(pvq)s(0p v0q) 
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1.o(paq)=(0p^ 00); К, 

2. o(ap ang)=(G-p ^u—9);1 р/—р,4/—4 
3. 2304 (Ap a-7g)=(A0pa 404) ; 2 Intersch 

4. -(^p ^-4)s(p v 4)  L, 

5. (Cp ^4) sp v д); L, 

6. 50(p v q) = &(0p v 0) ; 3, 4, 5 Inloc, Subst 
7. (^p s24)2 (p =q) 

8. 0(p v q) &(0p v 09) ; 7, 6, Subst, MP 


K, 0(p^q) > Op ^94) (Exercitiu) 
К; O(p, ^.^ p,)2 (0 pj ^... ^0 p,) (Exercitiu) 


K, о(руд) 2 (ору 09) 
1. o(p >4)>(oP> 04); К 
2. a(24 > p)> (0—4 Dap); 1 р/-4,4/р 
3. a(q v p)2 (^04 v Op) ; 2, L, 
4. a(pv q) 2 (apv 09) ; 3, L,, Intersch 


K, 0(p2a)s(np209) 
1.0(р v а)= Op v 09); К, 
2. 0(—pva)=(0—pv 04) ;1, р/—р 
3. 6 (2p уд) =(— op v 09) ; 2, Intersch 
4.0(p > q) s(np209) ; 3, L, 


К (0pv aq) 20(p ^q) (Exercitiu) 
K,, о[(рла) > rlaut(0p ^ ug) 20r] (Exerciţiu) 
K, о (p ^ q) 2 r] = al(0p A 04) 20r] (Exercitiu) 


Remarcá. Ín cele ce urmeazá vom analiza alte sisteme modale, care se obtin din 
sistemul X, prin adăugarea unei (unor) axiome specifice, regulile de deducție rămânând 
aceleaşi: Subst, MP şi N. Toate aceste sisteme, inclusiv К, se numesc sisteme normale de 
logică modală propozițională. 


Sistemul modal T 7 
Sistemul modal T se obține din sistemul modal K plus axioma necesităţii: „Dacă 
ceva este în mod necesar aşa, atunci aşa este”, adică n p D р. Aşadar, 


T=K+T:opop 


7 Numele este dat de К. Feys, în Les logiques nouvelles des modalitiés, Revue Néoscholastique de Philosophie, 
40 si 41/1937. Întrucât este echivalent cu sistemul M al lui G. H.v. Wright din An Essay in Modal Logic, 
Amsterdam, 1951, el este mai cunoscut şi ca sistemul М. 
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Dat fiind acest raport între K $i T , toate teoremele sistemului X, sunt şi teoreme ale 
sistemului T , sistemul Т având şi teoreme proprii“. 


T, p>°p 
Lüp2p;T 
2.0—p3-p ; pl-p 
3 рэ-о-р ;2, 1, 
4. p 20p ; 3, Intersch, Inloc 


T, 6 (poop) (Exercitiu) 


Sistemul modal D 
Sistemul modal Ф se obține din sistemul modal X, adăugând axioma ,,deontica”: 
„Dacă ceva este obligatoriu, atunci este permis", adică ap > Op. Aşadar, 
D=K+D: app 0р. 


D, (рэр) 
l.p2p;L, 
2.n(p23p);l1N 
3 u(pop)259p2p);Dp/l/pop 
4.0. p2p);23MP 


Sistemul modal K4 
Acest sistem se obține din sistemul K plus axioma 4: a p Doop („аса ceva este 
necesar, atunci în mod necesar este astfel”). Aşadar, 
K4 = K +4: ор >anp 


K4, 2000 p D00p 

1. (p24)5(( 2 7)2[(55)2 (р> ғ); L, 

2.(n p D пор) > ((anp > ооор) > [(naap 2 aanap) > (n p > anaap)]) ; 
1 plap , qyaop, rfaaup, s/ocoop. 

3. nap 2 000p ; 4 p/ap 

4 поор > оосор ; 3 p/üp 

5 про паоор; 2, 4, 3, 4, MP 

6. ap 2 о000-р ; 5, p/-p 

7. 0000р D Јар ; 6, L, (contrapoz.) 

8. 0000p эдр; 7, Intersch 

9 a(0000p2 Op) ; 8 N 

10. a((€30 p ^ ододр) > 0000p) ; (К; exer. 7). 

п. (p>a)>lla>r)>(p3r): L, 

12. a((0n0 p A 0000p) > 0р]; 10, 9, 11, Subst, MP 

13. a(000 рл адодр) > пор; 12, K, Subst, MP 


* În acest caz spunem cá T este o extensie proprie a lui Қ ; o extensie improprie este atunci când două sisteme 
au aceleaşi teoreme. 
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14. (n0n0 p^aaOa0p) > np ; 13, K,, 4, Inloc 
15. n000 p 2 оододр ; 4p/0n0p 

16. (p^a)2r] 25K» 2 4) 3(» 2 7] : L, 

17. п000 p 2 np ; 14, 15, 16, Subst, MP 


K4, 00 p> одор 
K4, aoa0p =n0p 
K4, (оор л опр) =0р (Exercitiu) 


K4, n[qs (aq 2 p)] 2(o(a p 2 p) 2 op)l 

1. (p=4)>(p>4); L, 

2. a(p=q)>a(p>q) ; 1, N, K, MP 

3. о[(9=(п9 2 p))2u[q2(uq 2p)l ;2 plq, paa>p 
4.n(p>q)>(0p>0q); K 

5. al(q> (042 р)]> [042 п(04 > p)] ; 4, Subst 

6 

7 

8 

9 


wv 


.al(q=(aq> р)] 2 [992 n(aq 2 p)] : 3,5, L, 

. Q(üq > p)2 (nuq» op) ; 4, Subst 

. Gp>oaop;4 

.[p5 («2 ]5 56 22] [( 2 3)2 (0 (a 2:0 ; L, 

10. a[qe (nq > p)]2 (oq up) ; 6, 7, 8, 9 + Subst: p/a(qs(uq > p)), q/aq, 

r/Y(nq2 p), s/aaq, Уор, MP 

11. an[qs(nq > p)] 2 a(aq ор); 10, N, K, MP 
12. п[9= (09 > p)]2 ad[gs(nq > р)]; 8 Subst 

13. («э r)2((p2 4) 3 (p2 r)] ; L, 

14. a(q 2r) 3[o(p 3 4) 3 a(p 2 r)] ; 13, N, К, MP 

15. о(о p 2 p)2 fa(aq > ap) > aloq > p)] ; 14, g/ap, r/ p , p/aq 
16. [2 =(4> )] 2 (a 2 ) 24] i L, 

17. [q«(aq 5 p))2l(0q2 p)2uq]; 16 p/q, q/q, ri p 

18. a[qs (nq > р)) > a (пор) 209]; 17, М, E, MP 

19. a[(qe(ng > p))2 [n(ap2 p) 2up] ; 12, 11, 15, 18, 10 prin L, 


Sistemul modal 54 
Sistemul modal $4 se obţine din sistemul modal 7 plus axioma 4, echivalent din 
sistemul modal K plus axiomele T si 4, adică: 
54 = Т +4: 0p > 00p=K+T: 0рор+4: оро пор 


Teoreme їп 54 
S4, aps оор 
Lap2p;T 
2. oop D ар; 1 p/op 
3. op=00p; 2,4 L, 
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84, 00 p> 0p 
1.a—p Doo-p ;4 p/op 
2. -aa—p Dan- ; 1 contrapoz 
3. 00 p> 0p; 2 Intersch 


S4, 0р=00 p 
1. oop > op; T plop 
2.0ü-yp Da-p;1 piap 
3.—a—p 24un-p ;2contrapoz 
4. 0p 200 р; 3 Intersch 
5. 0p200 p; 4, 84,, L, 


84, op > одор op 
L l 

o0p > до0р 

l 


р —— —*» Op 


(unde „—›” reprezintă implicatia) 
Să luăm câteva exemple din S4, 


а) ap2o0up b) oop Dap 
1. р20р; Т 1. gp2p; Т 
2. op>a00p; 1,  K, MP 2. map Doop ; 1 pAup 


3. oap 2000р; 2 plap 
4. apsnop ; S4, 
5. np Da0op ; 3, 4, Inloc 


Definitia 1. O modalitate este un sir compact de zero sau mai multi operatori 
monadici (--, о, Q). 

Regula interschimbării (Intersch) ne arată cà orice modalitate poate fi redată în unul 
din următoarele două moduri: a) fără să conţină vreun simbol al negafiei (i.e. pozitivă) sau b) 
cu un singur simbol al negafiei situat în fata modalităţii (i.e. negativă). Cu acest concept al 
modalității vom opera în continuare. 

Definiția 2. O modalitate se numește iterată dacă confine cel puţin doi operatori 
modali. 

Definiţia 3. Două modalităţi se numesc echivalente într-un sistem 5 dacă înlocuirea 
lor reciprocă în orice formulă a sistemului conservă valoarea de adevăr a formulei în 
sistemul considerat; în caz contrar sunt neechivalente (distincte). 

Definiţia 4. Dacă două modalități M,, M, sunt echivalente într-un sistem $ iar M, 
conţine mai puțini operatori modali ca M,, atunci M, este reductibilă la M, în 5. 

Teoremele K4,, S4,, S4, si S4, ne arată că în sistemul .54 pot exista cel mult 14 


modalităţi neechivalente, cele 7 conţinute în teorema S4, plus negatiile lor 2 


? O demonstrație a acestui fapt rezultă din teorema de completitudine a lui $4 . 
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Sistemul modal $5 
Sistemul modal $5 se obține din sistemul 7 plus axioma 510. 0p 5 0p, echivalent, 
din sistemul K plus axiomele T: ap 2 ойр. 


$52T7-«45:0p200p-X*T:Op2p-«5:Op2u0Op 


Teoreme ale sistemului modal $5 
S5, ĉop > ap 
1. 0p> ар; 5 
2. 9—p3 n0-p ; 1, pl-p 
3. ~op D —0ap ; 2 Intersch 
4. 00р ор; 3, contrapoz 


S5, op=0op 
1. p> одр; 5 
2.031p2 u0A3p;l p/—p 
3. 2n0 p 3 -19-а1р ; 2, contrapoz 
4. Oup 2 ор; 3, Intersch 
5.p20p; T, 
6. op D дор; 5 plap 
7. (paq)alla> p)a(p=a)l L, 
8. (ap > дор) > [(Qap > ap) > (aps0ap)] ; 7, plap, q/0ap 
9. (00p2 пр) > (up =дор) ; 6, 8, MP 
10. aps 00р ; 4, 9 MP 


85, Op=n0p 
1. дрэ о0р; 5 
2.0рор;Т 
3. 00p2 0р; 2 p/dp 
4 (p54)5l(a2 p)>(p=4)] 
5. Op=a0p ; 4 + Subst p/Op, q/GOp + 1 $13 + două aplicaţii ale MP 


S5, o(p vag) =(0 p v og) 

1. c( pvq)2(upv9q); К, 

2.G(pvag)2(ü0pvOnq);lq/aq 

3. a( p v ag)> (a pv ag) ; 2, S5, 

4.(apvag) 2>A(pvq); К, 

5. (o p v aaq) 2 o( p v aq); 4 q/aq 

6. (ap v aq) 2 o( p v aq); 5, 54, , Inloc 

7. (p5 4)5[(a > p)>(p=4)]; L, 

8. о(ру 09) =(0 рмп9) ; 7 , Subst, p pvaq), g(a pv oq), N, K +3 şi 6 + 
două aplicaţii ale MP 


10 Sub numele acesta, 5, axioma apare la В.Е. Chellas, Modal Logic: An Introduction, Cambridge UP 1980, unde 
sistemul $S este numit KTS . Alti autori (e.g. E.J. Lemmon; D. Scott, The „Lemmon Notes”: An Introduction 


to Modal Logic, ed. К. Segerberg, Oxford, Basil Blackwell, 1977) o numesc axioma E, de la „euclidian”, 
conditie a validitatii ei (comp. 4.2). 
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S5, a( pv 0q) &(n pv 0q) (Exercitiu) 


S5, ((p^0q) =(0 рл09) 
1. a p v og) =(0 pv aq) ; SS, 
2. (a pva-1g)=(O7 pvaa4);1, piap, qiq 
3. (ps 4) S Cp 2-4) ; L, 
4. —0(— pvo—q)= ~ (O~ pva—g); 2,3 , Subst, MP 
5. 0 — (71 pv 30g)&( aa p^ 0-4); 4, L,, Intersch 
6.0( рл 09) =(0 рл 09); 5, L,, Intersch 


S5, 0((p^uq) =(0 рл 09) (Exercitiu) 


Remarci 

1. Ceea ce demonstrează teoremele S5,, S5, si teoremele 54,, S4, este următorul fapt: 
їп orice modalitate cu doi operatori modali, primul poate Їз eliminat. Cum acest fapt 
poate fi repetat, rezultá cà in orice modalitate, cu un numár arbitrar de operatori 
modali, în afară de ultimul, toti pot fi eliminați în 55. 

2. Sistemul modal $5 conţine doar şase modalităţi distincte, trei afirmative (*, o, 0)” Şi 
trei negative (negatiile celor precedente). 


3. Operatorul п este distributiv în raport cu v (S5, si S5, ) doar dacă cel putin unu! din 
disjuncti este modalizat. Dacă o formulă care succede operatorul о are n disjuncti, 
modalizati şi nemodalizati, atunci cei nemodalizati se consideră un disjunct unitar, 
dupá care se face distribuirea lui a. 

Exemplu: 
alp vaqvO-rv ng) =a [(( pv—-g) vag) voor] = o ((pv—g)vag)voóorz 
=a(pv-7gq)vaqv0-r. 

Similar procedăm cu operatorul © în raport cu A. 


Sistemul modal B 
Sistemul modal d se obţine din sistemul modal Т plus axioma brouweriană!? 
B: p200p, deci 8-27 +B: ро cmp. 


B, Oónpo2p 
1. ap2 0O0-p ; B, р/~р 
2. 200 -p 2 —7p ; 1, contrapoz 


1! ж” reprezintă modalitatea vidă (cu zero operatori). 
12 Denumirea ,brouwerianá" are ca sursă C. I. Lewis şi C. H. Langford, Symbolic Logic, sec. ed, 1959, 497, 


unde axioma C, este numită „Brouwersche Axiom”, după denumirea dată ei de O. Becker in „Zur Logik der 
Modalitäten”, din Jahrbuch für Philosophie und Phán. Forsch., XI, 1930, 497-548. lar denumirea dată de 
Becker are ca sursă teza neechivalentei unei aserfiuni cu dubla ei negatie, din intuifionismul matematic al lui L. 
E. J. Brouwer. Mai precis, din р = —-1р intuitionistii admit doar implicatia p D —rp, nu şi conversa ei. lar 
dacă negația intuiţionistă înseamnă „nu este posibil că”, adică —0, atunci obținem p 2 710—0p, respectiv 
p 2 Op. 
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3. 0n p > p ; Intersch, L, 


R, o 00. 


«>of 


1. 0а> В 
2. п0а02068;1 R, 
3. « > пдв; В, р/а 
4 а 25u0p;3,2 L, 
Remarcă. Din modul in care R, a fost derivată rezultă că nu este o regulă doar a 


sistemului Ф, ci şi a sistemului 55, pentru că axioma В, utilizată în demonstrarea ei, este 
derivabilà in $5. 


Sistemul modal Triv 

Triv se obține fie adăugând sistemului modal Ф axioma Triv: p >Op, fie adăugând 
sistemului modal K axioma p =op. Este numit niv (ial) deoarece în acest sistem, indiferent 
cum îl coftruim, au loc următoarele echivalente: p=mp şi p =0р; aşadar, modalităţile se 
deconstruiesc, orice formulă a sistemului fiind echivalentă cu formula corespunzătoare 
(obținută prin ştergerea tuturor operatorilor modali) din logica propoziţiilor. Aşadar, dacă a 
este o formulă modală a lui iv iar (œ) este formula corespunzătoare din L,» atunci 


а= t(a). În acest caz vom spune că div colapseazà in L,. 


Sistemul modal Ver 
Sistemul modal Ver (um) este K plus axioma Ver : ap. Şi în acest caz vorbim despre o 


colapsare in L, , însă într-un alt mod decât Triv . 
Fie a următoarea formulă nevalidă a І, :(p ^4): ғ. Prin substituție, din a putem 


obține o formulă nesatisfiabilă , a” , înlocuind, în toate ocurentele lor, variabilele formulei, cu 
formule adecvate, astfel încât a” este constant falsă. În a dacă p şi q sunt adevărate iar r falsă, 
atunci a este falsă. Dacă în locul lui p şi d vom pune formule valide p v—p, respectiv 
qv —4, iar în locul lui r formula inconsistentă r^-w, ceea ce obținem este o formulă 


constant falsă (ie. nesatisfiabilă). La fel, putem construi o formula constant adevărată. 
Valoarea logică a formulelor constante nu depinde de asignările făcute variabilelor lor, 
formulele constante fiind deci fie valide, fie nesatisfiabile. În cele ce urmează, formulele 
constant adevărate vor fi denotate cu T, iar cele constant false cu A. E ușor de constatat că 
dacă a si f sunt formule constante, atunci --@, œo J , aa sunt formule constante. 


Sistemul modal Ver colapsează în L, doar dacă fiecare formulă de forma пе este 


înlocuită cu T iar Oa este înlocuită cu L. 


Lemă. Fie a o formulă constantă arbitrară. Atunci, dacă 7a) este o formulă validă a 
logicii propozitiilor (i.e. L,- validă), atunci + „0; în caz contrar Fona. 


Demonstrația o vom face prin inducție structurală. Cum orice formulă constantă e 
construită din A prin ~, o, D, e suficient să demonstrăm ca: 
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a) Lema este valabilă pentru №, fapt elementar căci 7(.A)=A. Însă 1 este nesatisfiabilă şi 
десі ~à este L,- validă, aşadar F „~ (căci D include X, iar în K toate formulele valide 
ale L, sunt teoreme). 

b) Dacă lema este valabilă pentru a, atunci este valabilă si pentru —a. Presupunem că a este 
o formulă constantă. Atunci z(a) este fie L, - validă, fie L, nesatisfiabilă si deci 


Fa. 


n pd sau 
c) Dacă lema este valabilă pentru a si J, atunci este valabilă si pentru ao ff . Similar. 

d) Dacă lema este valabilă pentru a, atunci este valabilă si pentru ca. Considerăm cele doua 
cazuri, după cum umnează: 1. т (оо) este L,- valida sau 2. 7 (Ga) nu este L,- valida. In 
primul caz, 7 (na) = 7( a). Însă +, € (căci am presupus că lerna e valabilă pentru a), iar prin 
N: „по. În cel de-al doilea, т (па) = 7( a), iar т (a) este nevalidă, deci aa, iar prin N: 
Бо a, şi deci :+ , 0 a (prin D), echivalent +, ^a a (Intersch). 


Sistemul modal єс’ 
Sistemul modal Gc se obține din sistemul modal K plus axioma W: 
GL =K+W : о(орор)>ор 
Acest sistem este o extensie a sistemului modal X4, dată fiind demonstrabilitatea 
axiomei 4: op > aop în GL. 


GL, ap> aap 
1. p25[(a^r)2 (r^p)] L, 

2. p25[(nap^ap)2S(np^p)] ;1lq/aup, r/ap 

3. p2S[c(np^p)2 (np^p)];2 К, 

4. про о(о(орлр) 2 (прлр)]; 3 R, 
5.n(np25p)20p;W 

6. olala рлр) > (np^p)]2u(up^p);5plap^p 
7.0p> O(a p^p) ; 4, 6 L, 

8. a(o pap) s&(nap^op) ; K,, Subst 

9. (ай рлар) опар; L, 

10. a(a p ap) > оор; 8, 9 Inloc 

11. оро nap ; 7, 10; L, 


GL, a(n p 2 p)sup 
1. ap > о(орлр) , 7 (din demonstraţia de mai sus) 
2 (p^q)2(»2 4) iL, 
3.(QpAp)2(Gp Dp) ;2 plop, qp 


15 Acest sistem mai este cunoscut şi sub numele KW , K4W sau PYL (Provability Logic). Numele GL este 
dat de G. Boolos, în memoria contribuţiilor lui Gödel, Löb şi Geach la studiul logicii demonstrabilitatii (cf. 
Boolos, The Logic of Provability, 256). Ideea de logică modală a demonstrabilitd fii (PrL) are са sursă 
interpretarea functorului „necesar” (D) ca „este demonstrabil cá". În acest sens, axioma W interpretează una din 
teoremele de incompletitudine ale lui Gödel cu privire la consistenţa aritmeticii, respectiv: dacă este 
demonstrabil că orice este demonstrabil este adevărat [o(a р D р )), atunci orice este demonstrabil (ор). 
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P 


aapAp)>0(op2p);3R, 


m 


op > о(п рор); 1,4, L, 


е 


о(орор)=ор; №, 5, L, 


Q 
г 


a l=00p 

. 120p ; (ex. falso quodlidbet) 

. g.L2 a0p; 1 R, 

poT; L, 

.0p20T;3 R; 

.00ропо T; 4 R, 

0T=-—aL ; Intersch 

~aol z(a 1); L, 
0T=(a1 > 1); 6, 7, Inloc 

o0 Tan(u. > 1);8 R, 

10. alía L 2 1)2501 ; Wi р/ 1 
11. Güp2 a(n L > L); 5, 9, Inloc 
12. (p34)5|(a2r)3(02 7]: L, 
13. cop DOL ; 11, 10 prin 12 +L, 
14. o l=00p ; 2, 13 1, 


юю зс € BOUM 


Cum бё este o extensie a sistemului modal X4, rezultă că teorema X4, este si 
teoremă a lui GL. De altfel, acest lucru rezultă direct din GL, , prin substituirea Іш p cu о0р. 


GL, 001 2041 (Exercitiu) 
GL, ~ol=—0701 (Exercitiu) 


GL, a(pscap)eun(pesau.l) 
1. пропор; 4 
2. о(р= 0р) > onp = ap), 1 рір= up 
3. (p=q)>(p>q);L, 
4. (р= ~ пр) 2 (ро ~ ор); 3 g/nop 
5. о(р= 10р) 2 o(p > -:0р);4 В, 
6. A(p=— Op) > (про о-10р); 5 R, 
7. о1=00р; GL, 
8. п 1200 -р; 7 р/-1р 
9. оп1=0 ~ 0р ; 8Intersch 
10. o(p =~ 0p) > (проо1); 6, 8, Inloc 
11. 15р; L, 


12. a4 20p,11 R, 
13. [p3(q25 )]2 {> à) 3[p 2 (a D : L, 
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14. о(р = —:0пр) 2 (проп), 10, 12 prin 13 cu subst: p/a(ps up), дор, 
иа, MP 


15. oo(p= Sap)2n(up2n01);14 R, 

16. о(р = 0р) > со(прос 1); 2,15 1, 

17. {p 2a)^ Ca 2 r)) (0$ е) ; L, 

18. (p= Sap) ^a (op =a L)]> (ps u.1);17, Subst 
19. [a(p= 10р) л о(ор=01)] > о(р= 01); 18 R, 
20. (р>) > ^4)2r]2 (22 )) ; L, 


21. о(р= опр) 2 о(р= 01) ; 16, 19 prin 20, cu subst p/a(ps-0p), 
а/ч(иар=а L), a(ps 40.1), MP 


GL, o(p=o-7p) sa(psatl) 
1.п(чр=-п-р) =п(—чр=-п-{); GL, p/-p 
2. (ps q) «(^0 2 74) ; V, 
3. (ap up) =(р=п- р); 24/7 p 


4. (—p=—04) =(p=0 L), 24/01 
5. (p= ~op) =a(p=oL), 1, 3, 4 ос 


GL, o(psap)sa(psT) 


a) a(psop) > o(p =T) b) aps T)2 a(psup) 

1. a(p=0p)=a((p> ap) ^ (op >p) ;L, l. popi L, 

2. о(р=ор) =[0(р> ap)^ o(op > p)] ; К, 2.op>0p,1 R, 

3. l[p=l4ar)]>lp >r); L, 3. оро оор, 4 

4. o( p=0p) > о(ор > p) ; 2,3, Subst, MP 4.(p> р)э[(рэа)э(рэ\(рла))]; L, 
plü(p Sup), qlo > ap), r/a(ap 2 p) 5.0р D (op ^ пор) ; 2, 3 prin 4, Subst, MP 
5. ((ap>p)>ap,W 6. op > o(p ^op) ; 5, K, 

6. o(p=0p)> up; 4, 5 L, 7. (рлор)> (p=0p); L, 

7. p=(p= T) 8 a(p^up)2 о(р=ор);7, R, 

8. op=o(p= T); R, 9. про a(p=op) ; 6, 8, L, 

9. a(p=ap) > о(р= Т); 6, 8 ос 10. apen(ps T); L, 


11. о(р= Т) > a(p=op) ; 9, 10 Inloc 


GL, п(ре=-п—-р) =п(р=.\) 
l.n(apsea-p) =п(—р=Т); GL, р/—р 
2. (ps 4)e ^» 2-4) 
3. a(ps Sap) sa(ps 1); 1, 2 Subst, Inloc 


241 


Exercitii 
4.1.2. Sisteme de logică modală propozițională 


Sistemul modal K 
1. Să se demonstreze în sisternul modal K regula derivată R,, cu şi fără utilizarea 
regulii derivate R,. 
2. Să se demonstreze in K teoremele K,, K,, K,, KoKu si Kj. 
3. Demonstrati in K următoarele formule: 
a, -[a( 7» v q)^( par)) 30(q ^r) 
&, =—(0p > 0G) 2 —a(—pvq) 
a, -(3uqvOq) 25ac(pv-p) 
4. Să se demonstreze cà formula a de mai jos este o teoremă a sistemului K : 
«-üa[(0nOp ^ 0000p) > 9000р] 


Sistemul modal T 

1. Demonstrati Т, in sistemul modal Т. 

2. Demonstrati că sistemul modal X + p 20р este deductiv echivalent cu Т (ie. cele 
Чопа sisteme au aceleasi teoreme). 

3. Demonstrati în sistemul 4 axioma sistemului deontic D: op Op. 


Sistemul modal D 
1. Demonstrafi în sistemul Ф că axioma sistemului, Gp 2 0р, poate fi demonstrată 
dacă sistemului X îi adăugăm D,. 
2. Demonstrafi în sistemul D următoarea regulă derivată de deducție 
a 
0a 
3. Demonstrati, pe baza до ( p> р), că orice extensie a sistemului XK, care admite 
teoreme de forma да, confine sistemul D. 
4. Demonstrati în Ð următoarea formula: (np 2 0g) v O( p v q). 


5. Să se demonstreze că .. a vfi .. . este о regula derivată a sistemului Ф. 
бау 0 B 


Sistemul modal K4 
Demonstrati in K4 teoremele K4,, K4, si K4,. 


Sistemul modal 54 
1. Demonstrati în $4 următoarele implicaţii din Teorema S4, : 
c) OOp> 0nOp ; d) доро 0nOp ; e) додро Op. 
2. Demonstrafi in $4 teorema K4, . 
3. Demonstrati in 54: Cop=000up. 
4. Argumenta[i cà în sistemul modal 54 există cel mult 14 modalități neechivalente. 
5. Să se demonstreze cà în sistemul .$4', ale cărui axiome sunt Lp» K': 
o(p 24)2 (ороод si Т: app, este deducti v echivalent cu $4. 
6. Să se demonstreze in §4 formula a de mai jos: 
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а= оро 09) DX p24). 


Sistemul modal 55 
1. Să se demonstreze cá ор = nop este о teoremă a sistemului $5. 
2. Sá se demonstreze cá o(p v 0q)=(0p v 0g) este o teoremă a lui $5. 
Indicaţie: In S5, subst: q/0g + S5, . 
3, Să se demonstreze 0( рл од) = (0 рл од) їп 55. 
Indicatie: Ín S5, subst: 4/09 + S5,. 
4. Sá se demonstreze cá sistemul modal $5*, obținut din 54 plus axioma B: p> op 
este deductiv echivalent cu $5. 
5. Să se demonstreze că sistemul §5 este echivalent deductiv cu sistemul $5" obținut 
din sistemul D plus 5. 


6. Să se demonstreze că sistemele $5 si .$5" (obţinut din D plus 5) sunt deductiv 
echivalente. 


Sistemele modale Triv şi Ver 
Să se arate cá Tnv şi Ver sunt sisteme incompatibile. 


Sistemul modal B 
Să se arate cá axioma specifică sistemului 542, G,: 00р 2 Dp, este demonstrabila în 


В ($4.2 este 54 + G,). 


Sistemul modal GL 

1. Demonstrati că următoarele formule sunt teoreme ale sistemului GL: 
a: —0p=0(—pAap) 

В:0р=Орло-1р) 

y:Op=a(p лор) 

2. Оетопѕіга!і în GL teorema GL,. 

3. Demonstrati in GL teorema GL,. 


4.2. Semantica £,’ 


4.2.1. S-validitatea formulelor £j 


Aşa cum am constatat mai sus, a demonstra о teoremă a înseamnă a deduce (deriva) 
formula respectivă cu ajutorul axiomelor, regulilor de deductie şi definiţiilor unui aparat 
formal. În cele ce urmează vom opera însă şi cu un alt concept, cel de formulă validă. Cele 
două concepte, teoremă şi formulă validă, sunt diferite între ele, căci un sistem axiomatic 
modal poate fi dezvoltat formal fără apel la conceptul validității, aşa cum o definiţie a 
validității poate fi construită fără a utiliza în vreun fel ideea de teoremă. Şi totuşi cele două 
concepte se corelează în următorul fel: teoremele unui sistem modal sunt exact formulele 
valide ale unui sistem modal (în acord cu definiția dată validității pentru sistemul respectiv). 
Aşadar, pentru orice formulă a e valabilă următoarea echivalență: 

a este demonstrabilă în S ddacá a este o formulă validă a lui S. 

Acest lucru trebuie însă demonstrat. Demonstrarea echivalentei de mai sus înseamnă 
demonstrarea următoarelor două teoreme: 
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Th. corectitudinii : Dacă i- ,@, atunci Esa. 
Th. completitudinii: Dacă -.,@, atunci |-,a. 


Pentru demonstrarea acestor teoreme, pentru fiecare sistem modal considerat, este 
necesară o definiție riguroasă a conceptului validității şi a conceptelor aferente. In acest 
paragraf ne vom opri la conceptul modal al validității şi la demonstrarea teoremelor de 
corectitudine; în paragraful următor vom analiza si problema completitudinii. 

Vom considera mai întâi o mulțime nevidă de elemente W = (wow) numită 
mulțimea lumilor posibile. Fir R o relaţie diadică, care poate să aibe sau să nu aibe loc între 
lumi, numită relație de accesibilitate. Notatia wRw, are următorul înțeles: „lumea posibilă w, 
este accesibilă din lumea posibilă w” sau „w, este o lume posibilă în raport cu w”. Singura 
condiţie impusă relaţiei R este ca ea să fie detinită pe mulțimea W a lumilor posibile. Adică 
pentru oricare două lumi w,w, din W, nu neaparat distincte, să putem spune dacă relația 
wRw, are sau nu loc. Aceste două componente, laolaltă cu ordonarea lor (w, R) , alcătuiesc 
un cadru. Asignarea de valori de adevăr formulelor într-un cadru o vom face printr-o functie 
evaluare V, adică o funcție care dă valori logice formulelor respective, în următorul fel: dacă 
într-o lume w unei variabile propoziționale p i se asignează valoarea logică adevărat, atunci 
vom scrie, corespunzător, V(p,w)=1; în caz contrar V(p, w)=0. Aşadar, evaluarea 
(asignarea) este o funcţie de la perechea (a, w) la o valoare de adevăr specificată. Aceste două 


componente laolaltă, cadrul şi evaluarea în cadrul respectiv, în ordinea specificată (w, R, V) 


alcátuiesc un model (bazat pe (w, R)). Daca W este finită, atunci modelul se numeşte finit. 

Să redám riguros, definitional, conceptele necesare. 

Definiţia 1. Un cadru este un dublet ordonat (w, К), unde W este о mulțime nevidă de 
elemente (lumi) iar R este o relație diadicd (de accesibilitate) definită pe mulțimea W. 

Definitia 2. Un model este un triplet ordonat (W,R, V). unde (w, R) este un cadru iar 
Veste o functie evaluare care satisface urmátoarele conditii: 

Cond [p| Pentru orice variabilă propozițională p, şi pentru orice мє №, fie 
V (p, м) 21, fie V(p,w)-0. 

Cond [~Q]: Pentru orice formulă a şi pentru orice weW, V(^a, w) =1 ddacă 
V(a, w)=0. 

Cond [а° В]: Pentru orice formule а, В şi pentru orice weW, 
V(ac B, w) =V(a,w)eV(B, w) '*. 

Cond [Da]: Pentru orice formulă a şi pentru orice we №, V(Da,w)-1 ddacă pentru 
orice w, € №, astfel сй wRw,, V(a,w,)=1. 


Dacă, potrivit ultimei conditi, o formulá a este necesar adevărată într-o lume 
posibilă we W doar dacă @ este adevărată în orice lume posibilă accesibilă din w, atunci o 
formulă @ este posibil adevărată într-o lume posibilă we W, respectiv V(0a,w) =1, doar 
dacă există o lume posibilă w, € W , astfel încât wRw, si V(a. w)=1. 


14 Condițiile de adevăr ale formulelor care contin operatorul binar „о” sunt cele din teoria funcțiilor de adevăr. 
De exemplu, dacă ,,o" este D, vom avea, corespunzător, v((a> В), w) =V (a, w) D V(B, w), valoare 
sirict determinată de valorile logice ale argumentelor acestei funcții, în acord cu definiția corespunzátoare. Adică 


v(a> B,w)=0 doar dacá V(a,w)=1 si V(B,w)2 0. 
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Definifia 3. O formulă a este adevărată într-o lume w, într-un model (w, R, V) ddacá 
V(a,w)=1. Respectiv, dacă există we W astfel încât V(a,w)=1 atunci @ este o formulă 
satisfiabilă în modelul considerat (w, RV). 


Definiția 4. O formulă a este validă într-un model (W,R,V) ddacá pentru orice 
weW, V(a, w)= 1. Echivalent: validitatea într-un model înseamnă adevăr în toate lumile 
modelului. 

Definiţia 5. O formulă a este validă într-un cadru (и, к) адаса pentru orice model 


(И, RV), bazat pe cadrul (и, к) şi pentru orice мє W , V(a,w)=1. Echivalent: validitatea 


într-un cadru înseamnă validitatea în orice model bazat pe cadrul respectiv. 
Întrucât în logica modală propozițională validitatea este relativă la sistemul considerat, 
va trebui să definim acest concept de fiecare dată. 


K- validitatea 

Definiţia 6. O formulă & este validă în sistemul K (sau K - validă) ddacă а este 
validă în orice cadru. 

Teorema corectitudinii sistemului K. Dacă р, @, atunci F,@. 


Aşadar, orice formulă demonstrabilă în sistemul X, este o formulă validă a sistemului 


K. În acord cu Definiţia 6 va trebui să demonstrăm că orice formulă deductibilă în K este o 


formulă validă în orice cadru. Ceea ce trebuie de fapt demonstrat se rezumă la următoarele 
două leme: 


Lema 1. Axiomele sistemului К sunt valide în orice cadru. 
Lema 2. Regulile de deducție ale sistemului K conservă validitatea în orice cadru. 


A demonstra Lema 1 înseamnă a demonstra că: 
a) Toate formulele valide ale £, sunt valide în orice cadru. 


b) Axioma K este validă în orice cadru. 
Demonstrația lui a) este elementară. Căci dacă o formulă validă a г,, într-o lume w, 


este o formulă adevărată pentru orice categorie de asignări făcută variabilelor sale, fara 
referire la vreo altă lume, rezultă că o astfel de formulă este validă în orice lume, în orice 
model (i.e. este o formulă validă în orice cadru). 


Demonstrația lui b) K: o(p > q)2 (8 p 204) este validă în orice cadru. Considerăm 
un model arbitrar (W,R,V) bazat pe un cadru arbitrar (W,R) Şi o lume oarecare we W. 
Presupunem că Vio ( p> q),w)=1 şi V(Op,w) =1. Atunci, dacă wRw, are loc, pentru иЄ У, 
vom avea: V(p>q,w,)=1 si V(p,w,)=1. Si deci V(g,w,)=1 (căci dacă род si p sunt 
adevărate într-o lume w,, atunci şi q este adevărată in у). De unde deducem cà V(Oq,w) =1. 
Si deci K este validá in orice cadru. 


Acelaşi rezultat îl obfinein, fireşte, si prin următoarea demonstraţie a lui b) prin 
reductio ad absurdum. 


Presupunem cá o(p>q)>(9 p 209) nu este validă în orice cadru (W, К). Există 


agadar un cadru (и, К) si un model (W.R,V), bazat pe acest cadru, їп care pentru o lume 
posibilă we W : 
Va (p 2 q)> (n p 2 aq), w)= 0, ceea ce înseamnă; 
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1. Vo(p>q),w)=1 si 2. (0 p 230q,w) 20 
Însă falsitatea formulei 2 іп w înseamnă 2а V(np,w) «1 si 2b V(Og,w) = 0. Din 2b deducem cá 
existá o lume w, € W , astfel cá wRw, si V (q, w,)=0. Iar din 2a deducem că V(p,w,)=1 
pentru orice w,€W , astfel că wRw,. Si deci, în acord cu Cond [ae B), vom avea 
v(p> 9,№,)= 0 si deci Via(p > q),w)=0, ceea ce contrazice 1. 

A demonstra Lema 2 inseamná a demonstra cá: a) Subst, b) MP si c) N conservá 
validitatea în orice cadru. 

Demonstrajii: 

a) Subst conservá validitatea in orice cadru. 

Reductio ad absurdum. Presupunem cá a( Diis р,) este o formulă deductibilă in K şi 


că este o formulă validă a lui K. Trebuie să arătăm că şi formula a( p, / B,,..., p, / fj,), 
obținută din a prin substitutiile indicate, este de asemenea validă. Vom arăta acest lucru 
arătând cá dacă există un model în care a( p, / B,,..., p, / B,) este falsă, atunci şi formula 


inițială a este falsă (ie. nevalidă), cu condiţia cá variabilelor care au fost substituite le 
asignăm aceleași valori de adevăr ca valorile asignate formulelor cu care le-am substituit. 


Presupunem aşadar un cadru (w, R) în care a este o formulă validă iar a( р, / 2,» p, / B.) 
este nevalidă. Există aşadar un model (w, RV), bazat pe (и, К), astfel cá pentru о lume 
w' eW ,Wa( р, / Bisp! В), м) = 0. Fie acum un model (Ww, Rv) , bazat pe acelasi 
cadru, iar V” o funcţie evaluare la fel ca V cu singura specificare cá prin V’ p, ia în w exact 
aceeaşi valoare de adevăr ca valoarea pe care Д, o ia in w prin V. Adică 

V"(p,,.w)=V(B,,w), pentru orice 1 €i <k, şi 

V '(g, м) =У (q, w), pentru orice variabilă propozițională q, alta decât P; 


Ín acest caz V^ (a, w')- 0 si deci a este nevalidă in (w, R) К 


b) MP conservă validitatea în orice cadru. Demonstrația se bazează pe Cond [а fi]. 
Căci dacă a şi œ D В sunt valide într-un cadru (и, к) , înseamnă cá cele două formule sunt 
adevărate în orice we W în orice model bazat pe (w, R), caz ín care si J este adevărată. 


Aşadar, В este validă. Si deci MP conservă validitatea într-un cadru arbitrar. (Construiți о 
demonstrație prin reducere la absurd a b)). 


c) N conservă validitatea în orice cadru. Presupunem că a este validă într-un cadru 
arbitrar (w, К). Rezultá cá a este adeváratá in orice we W їп orice model bazat pe (w, R). 
Şi deci pentru orice у, є W astfel cá wRw,, V(a, w,) «1. Aşadar, V(oa,w)=1 şi deci na este 
validá in (w, R) . 

Remarcá 1. În toate teoremele de corectitudine ale sistemelor K - GL ne vom referi la 
validitatea unei formule íntr-un cadru (и, R) si la faptul cá regulile de deductie conserva 


validitatea in cadrul respectiv. Acest lucru este foarte important, cáci din faptul cá o formulá 
este valida intr-un model nu rezultá, de exemplu, cá orice formula obtinutá din aceasta prin 
aplicarea regulii substitutiei este de asemenea validă in modelul respectiv. Sá presupunem 


modelul (W,R,V) astfel că V(p,w) «1 pentru orice we W . Să presupunem substitutia p/q si 


cá V(q,w)=0 pentru orice we W . În acest caz, evident, formula obținută prin substituție este 
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nevalidá in modelul considerat. Ín schimb, aga cum am arátat prin Lema 2, dacá a este o 
formulă validă într-un cadru (w, R), atunci orice formulă obținută prin aplicarea Subst din 


formula a este o formulă validă în (W, К). 


Remarcá 2. Cum sistemele Т - GL sunt toate extensii proprii ale sistemului К, 
pentru demonstrarea corectitudinii lor este suficient să arătăm că axioma sau axiomele proprii 
acestor sisteme sunt valide în raport cu conceptul validității specific acestui sistem. 


T - validitatea 
Nu orice formulă a logicii modale propozitionale este o formulă validă în orice cadru, 
adică o formulă X -validă. Să considerăm în cele ce urmează axioma sistemului modal Т, 
T: op>p , în două exemple în care formula este validă şi încă unul în care formula este 
nevalidă. 
1. Fie (W,R,V) un model bazat pe cadrul (и, К), astfel că: W = (и, м, }, au loc 
relațiile wRw,, w,eRw, wRw, w,Rw, şi că V(p,w)= 1. In acest exemplu 
V(n p 2 p м) =1, indiferent de valoarea logică a propoziției pin w, (de ce?). 
2. Presupunem modelul din 1 cu singura exceptie cà V(p,w)=0. Si in acest caz 
V(n p> p w)=1 (similar pct. 1). 
3. Vom arăta acum cá formula T: op > p nu este X -validá, arătând că există un 
cadru (W,R) în care T nu este validă. Adică există un model (W, R,V ), bazat pe 


cadrul (и, К), şi o lume мє И astfel cá Vio p 2 p,w)=0. Să construim un 
asemenea model. 
Fie următoarele detenninafii: W = (w, w }, wRw,, wRw,wRw, si nonwRw (adică 
relația wRw nu are loc), V(p,w)= 0 si V(p.w, )= 1. În acest caz V(np,w) 2 1, pentru că din w 
este accesibilă doar и, şi nicidecum w (prin supoziţia non wRw ). Ín felul acesta, 
VO p 2p,w)-0. 
Comparând exemplele 1 şi 2 cu 3 putem sesiza sursa nevaliditatii acestei formule in 
sistemul modal X : relația R nu are loc ca relație а unei lumi си ea însăşi. 
(W, R) este un cadru reflexiv dacă orice lume din W poartă relaţia R cu sine; simbolic 


(и, к) Vwe W :wRw. 


re af 


Definiția 7. O formulă a este validă în sistemul T (sau T - validă) ddacá a este 
validă în orice cadru reflexiv. 


Prin demonstrarea validității axiomei T: ор > p in orice cadru reflexiv am demonstrat 
corectitudinea sistemului T . 
Teorema corectitudinii sistemului Т. Dacă | „a, atunci Fa. 


Altfel spus, orice formulă demonstrabilă în sistemul T este o formulă T -validă (i.e. 
validă în orice cadru reflexiv). 


D - validitatea 

Sistemul modal D, aşa cum am văzut în 4.1.2, se obține din sistemul X prin 
adăugarea axiomei D: o p D Op, reprezentând deci o extensie proprie a lui K. Cu privire la 
K, am văzut cá teoremele lui sunt formule valide în orice cadru. Să presupunem acum un 
cadru (W.R) , astfel încât W conține o lume w care nu poartă relația R cu nici o altă lume 
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(diferită sau identică cu ea). O astfel de lume we W , pentru care non wRw,, pentru orice 
w; E W , se numeşte „punct mort” 5 Cum se comportă axioma D într-un asemenea cadru? 
Putem răspunde cu uşurinţă dacă determinăm valoarea de adevăr a formulelor 
modalizate ор şi Op în raport cu un punct mort. Prin Cond [na] V(op,w)= 1ddacá p este 
adevărată în orice w, e W , pentru care wRw, are loc. Dacă w nu are o astfel de relație cu nici 
o w,eW (deci nici cu ea insági!), atunci op este trivial adevărată in w. Pe de altă parte, 
conform condiției de adevăr pentru formulele de genul 0а, V(0p,w)=1 ddacá există o lume 
w; € И, astfel încât wRw, şi V(p,w,)=1. Cum o astfel de lume nu existá, rezultá cá 


V(np > Op,w)=0. 


Remarcă. Faptul că in w op este adevărată poate fi argumentat şi arătând cá negatia 
acestei formule ~op este falsă în w. Simplu, căci —0p este 0-р (prin Intersch), iar 0—p 
este adevărată ddacá există o lume и e №, astfel încât wRw, şi V(-3p, w, )=1. Or, o astfel 
de lume nu există. 

Validitatea axiomei D reclamă aşadar cadre (WR) în care fiecare lume are relația R 


cu cel puţin o lume. Aceste cadre se numesc seriale (i.e. R este serială). Simbolic: 
(W,R). =; VweW 3w,eW:wRw,. 

Definiţia 8. O formulă a este validă în sistemul D (sau D-validă) ddacă a este validă 
în orice cadru serial. 

Teorema corectitudinii sistemului ©. Dacă }-,@, atunci Fa. 


K4 - validitatea 

Sistemul modal K4, ат văzut, se obţine din sistemul modal K plus axioma 

4: про oop. 

Definitia 9. O formulă a este validă în sistemul modal K4 (sau K4 - validă) ddacá а 
este validă în orice cadru tranzitiv. 

Teorema corectitudinii sistemului K4 : Dacă V- „æ, atunci Ea. 


(w, R) =y VN Ww Yw, [(wRw, л w,Rw,) > wRw,] 

Pentru a demonstra corectitudinea sistemului K4 este suficient, aga cum am procedat 
mai sus, să arătăm că axioma 4 nu poate fi falsificată pe un cadru tranzitiv. 

Demonstraţie. Presupunem contrariul: există un cadru tranzitiv (W, R) şi un model 


trans 


(W,R,V) bazat pe acest cadru, astfel încât pentru o lume we W, У(ар— oup,w)=0. Ceea ce 
înseamnă: 1. V(op,w)=1 şi 2. И(оор,м) = 0. Din 2 deducem, prin Cond [Da] că există o lume 
w, € W , astfel cà wRw, şi 3. V(np, w,)=0. Din 3 deducem că există o lume w,, astfel cá 
w,Rw, si 4. И(р, w,)=0. Întrucât R este tranzitivă (prin presupozitie), avem wRw, si deci din 
] V(p,w,)-1, ceea ce contrazice 4. 


54 - validitatea 

Cum 54 este X + T +4 rezultă că R este reflexivă $1 tranzitivă. Avem așadar: 

Definiţia 10. O formulă a este validă în sistemul $4 (sau $4 - validă) ddacá a este 
validă în orice cadru reflexiv şi tranzitiv. 


15 Numele de „punct mort”, „capăt mort" (dead end) are ca sursă К. Segerberg, An Essay in Classical Modal 
Logic (3 vol), Upsala, 1971. 
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Teorema corectitudinii sistemului S4. Dacă F о , atunci Ha. 


Teorema rezultă din teoremele corespunzătoare sistemelor T şi K4. 


55 - validitatea 

Sistemul modal $5 se constituie din sistemul modal T plus axioma 5 (sau axioma 
E'$): 0p 5 cp. Mai sus am arătat că T: op >p este validă în orice cadru reflexiv. Mai trebuie 
să arătăm în ce condiţii 0p2 op este o formulă validă. Mai exact, vom arăta că validitatea 
acestei axiome reclamă condițiile simetriei si tranzitivităţii relației R. Împreună cu condiția 
reflexivitátii lui R (condiţie a validității lui T) conchidem cá R trebuie să fie o relaţie de 
echivalență. 

Definiţia 11. O formulă a este validă în sistemul 55 (sau 55 - validă) ddacă a este 
validă în orice cadru reflexiv, simetric şi tranzitiv (i.e. cadru de echivalență). 

Teorema corectitudinii sistemului $5 . Dacă +a, atunci F „а. 


Tot ceea ce trebuie să facem este să arătăm că 5 nu poate fi falsificată într-un cadru 
simetric şi tranzitiv. 

Demonstraţie: Presupunem contrariul. Rezultă că există un model (W,R,V) bazat pe 
un cadru (W,R) simetric şi tranzitiv, astfel că pentru о lume we W , V(0p200pw)=0. Si 
deci 1. VOp,w)=1 şi 2. V(n0p,w) = 0. Din 1 deducem că există o lume w € W , astfel cá 
wRw, şi 3. V(p,w,)-1. Iar din 2 deducem că există w, € W , astfel cá wRw, si 4. V(Op, 
w,)=0. Însă din wRw, deducem w,Rw (prin simetrie). Iar prin tranzitivitate, din w,Rw şi 
wRw, deducem w,Rw, . Din w,Rw, şi 4 deducem V(p, w, ) = 0, ceea ce contrazice 3. 


B - validitatea 

Sistemul modal @ este, am văzut în 4.1.2, sistemul T plus axioma B: р > о0р. 

Definiţia 12. O formulă a este validă în sistemul B (sau B-validă) ddacă a este validă 
în orice cadru reflexiv şi simetric. 

Ca mai sus, în S5 , reflexivitatea lui R este cerută de axioma T. 

(w, R) sim Ta VWVW, (wRw, >w,Rw) 

Teorema corectitudinii sistemului 8 . Dacă p „atunci Fa. 

Trebuie să arătăm cá B: p 5 CÓp este validă în orice cadru simetric. 

Demonstraţie: Fie (W, R) un cadru simetric arbitrar. Fie (W, RV) un model bazat pe 


acest cadru. Fie we W astfel cá V(p,w)=1. Fie и” € Wo lume arbitrară, astfel cá wRw' . Din 
simetria lui R deducem w'Rw iar fiindcă V (p,w)- 1 rezultă cá V (0р, w’ )=1. Însă w' este o 
lume arbitrară din W, prin urmare V (Op, w') =1 pentru orice w' e W astfel cá wRw' . Si deci 
V (c0p,w) = 1. Aşadar, dacă R este simetrică, atunci de oricáte ori p este adevărată într-o lume 
şi CÓp este adevărată în acea lume. Si deci B nu poate fi falsificatá într-un cadru simetric. 


GL - validitatea 

Sistemul modal G£ se obține din sistemul modal X, plus axioma W:o(0 p D p)2 op. 

Definiţia 13. O formulă a este validă în sistemul GL (sau GL -validă) адаса a este 
validă în orice cadru ireflexiv $i tranzitiv. 


16 Numele „Е” face referire la condiția impusă lui R: euclidiană (Cf. Lemmon şi Scott, op. cit.). În 4.2.2. vom 
vorbi despre §5 din această perspectivă. 


249 


Teorema corectitudinii sistemului GL. Dacă |. „@, atunci Esa. 


Demonstraţie (exercițiu): se face după modelul celor precedente (i.e. se presupune un 
cadru (wW, к) ireflexiv şi tranzitiv şi se deduce cá W este validă). 


4.2.2. Verificarea validitatii formulelor in sistemul modal .55 
Ín L£," am văzut mai sus, o formulă a este $-validà ddacá pentru orice $-cadru 


(W, R) şi pentru orice model (W,R, V) bazat pe cadrul respectiv Иа, и) =1, pentru orice 
мє W . Dar n-am indicat nici un procedeu astfel încât dată fiind o formulă arbitrară a Е, • să 


putem spune dacă sau nu ea este .$ -validá. Vom încheia acest paragraf cu un exemplu în acest 
sens. Mai precis, vom expune un procedeu elegant de testare a validității formulelor în 
sistemul modal 55 . Este vorba despre procedeul formelor normale conjunctive”. 
‘ Definiţia IE. Prin formule elementare ale logicii modale a propozitiilor înțelegem: 

a) Orice formulă a L,- 


b) Orice formulă de forma ca, unde a este o formulă a L,. 
c) Orice formulă de forma Qa, unde a este o formulă a L,. 


Definiţia 2. O formulă a de logică modală propozițională este în forma normală 
conjunctiva (simbolic: Е. ) dacă are forma unei сопјипсій C, ^... AC, (x > 1), în care fiecare 
conjunct are forma unei disjunctii de formule elementare (atomare) p 

Exemple de formule aflate în E : p, ga Or, (pv 04) A(apvr), (o(p > (4 ^—r)v0q)) 
A(OpvO-np ). 

Definitia 3. Gradul modal al unei formule: 

а) O variabilă propozițională este de gradul 0. 

b) Dacă a este de gradul n, atunci —a este de gradul n. 

c) Dacă a este de gradul n iar В este de gradul m, atunci dacă n > m, gradul formulei 
(ao B)este n; în caz contrar m. 


d) Dacă a este de gradul n, atunci aa este de gradul n+1. 

Așadar, orice formulă a £, este de gradul 0, iar negația nu schimbă gradul modal al 
unei formule. Exemple de formule de gradul întâi: op 2 p, (r v Op) / (ap v 09). Ín schimb, 
formula o(p Op) este de gradul doi. Deci: o formulă de gradul întâi poate confine unul sau 
mai multi operatori modali, insá nici unul nu trebuie sá se afle in domeniul vreunui operator 
modal. 

Remarcă. Gradul modal n al unei formule nu trebuie confundat cu ideea de modalitate 
cu n operatori modali. 

Exemplu: fie formulele a =0005(р 309) şi B=00[( p >00q)^0r]vop. Ambele 
sunt formule de gradul 5, însă a are o modalitate de gradul 4, pe când în д cea mai mare 
modalitate are gradul 2. Deci: Orice formulă care confine o modalitate cu n operatori are 
gradul modal > n. Pe când o formulă poate îi de gradul n fără a avea vreo modalitate cu n 
operatori modali. 

Pentru a vedea modul în care formele normale conjunctive funcţionează ca metodă de 
verificare a validității unei fonnule modale în sistemul S5, demonstrăm mai întâi două 
leoreme de reducere cu privire la acest sistem. 


1? Metodele de 1е51аге a validității formulelor în diferitele sisteme modale nu fac obiectul acestui volum. 

18 Definiţiile 1,2,3 expliciteazá conceptele corespunzătoare, asa cum sunt ele operante în aplicarea formelor 
normale în $5. 

19 Comp. 2.1.4.4. 
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Teorema de reducere 1. Orice formulă de grad mai mare decât 1 este reductibilă în 
sistemul modal 55 la o formulă de gradul întâi. 

Pentru demonstrarea acestei teoreme este suficient să arătăm cum o formulă de gradul 
doi se reduce la una de gradul întâi (fiindcă aplicarea iterată a acestui procedeu permite 
transformarea oricărei formule, de orice grad mai mare decât doi, într-o formulă de gradul 
întâi). Reducerea este simplă şi se bazează pe relaţii de echivalență: echivalentele din £ yi 
Intersch, teoremele K, si K, (cu privire la distributivitatea operatorului o, respectiv 0, în 
raport cu A, respectiv v), S4, si S4,, S5,, S5,, S5,, S5,, S5, si SS,. Algoritmul 
reducerii unei formule de gradul doi la o formulă de gradul întâi are următorii pagi: 

l. Eliminarea, prin transformări echivalente (echiveridice), а tuturor 

operatorilor £,, alții decât —, ^ si v. (Formula trebuie să conțină aşadar 


numai operatorii a, 0, 4, ^A, V). 


2. Eliminarea negatiilor din fata operatorilor modali sau a parantezelor care 
contin operatori modali. 

3. Reducerea modalitatilor iterate la modalitati cu un singur operator modal. 

4. Distribuirea reciprocá a operatorilor ^ si v, in cazul in care formula 


obținută prin paşii 1-3 nu este o formulă de gradul întâi. Exemplu: fie 
formula: O(—pA (qv ar)). Їп aceastá formula, pe 9 nu-1 mai putem distribui 
în raport cu ^ deoarece nici unul din conjunctii nu este modalizat. Pentru a-l 
putea distribui, transformám formula care constituie domeniul acestui 
operator: 

0 p^(avar)s0((p^q)v(3p^ar)so(op^q)vO(opAor)29(03 
p^q)v(Op^ar). Similar procedám cu operatorul о, cu observaţia ca 
domeniul acestui operator contine o disjunctie in care aici un disjunct nu este 
modalizat (construiti un exemplu). 


Exemplu de reducere a unei formule modale la o formulă de gradul întâi: 
a = ola(op> 04) 20рэд)] 
1. a[l—a(—0pv09)vO(—pva)] 
2. 0[0—(0—рм04)у (~ pv q)] 
alo (—0— рл 09) (~ pvq)] 
D[O (ap ^ a9) vO0( руд)] 
3. ((gpaoAg)vO( руд) 
Onl p^ ^4)v (7 руд) 
D(p^-4g)v = pva) 


Teorema de reducere 2. Orice formulă poate fi redusă în sistemul modal 55 la forma 
normală conjunctiva (modală) ( F, ), echivalentă cu ea. 


Demonstrația acestei teoreme o facem indicând, în funcție de tipul formulei 
considerate, modul in care obținem ЕЁ. 


1. Dacă formula a nu contine operatori modali (este deci o formulă a £,), atunci a 
este deja in F, (prin definiţie). 
2. Dacă a este o formulă de gradul întâi, atunci, prin transformări echiveridice in Ly. 


aducem formula la forma normală conjunctiva si înlocuim expresiile de forma ~o si 70 cu 
0— si o~ (adică eliminám, prin Intersch, negatiile din fata operatorilor modali). 
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3. Dacă a este o formula al cărei grad este mai mare decât 1, atunci mai întâi o 
reducem la о formula de gradul întâi, apoi procedám ca in 2. 


Exemplu: Fie a = o[n(ap 250g) 5a(p» 4)] 
0[—0(-'0р vog) va p> 4)] 
a[0 (0 2pvoq)va(a pvq) 
a[0( 0 p^-a0g)vo (^ Pv 4)] 
a[0(np ^04)v n (^ Pv @)] 
o[(00p A 00—9)vo (—pva)l 
a[(pp^04)vn (^ pv4)) 
n(npAO-q)vno( руд) 
(порло0 ~ 4) у 00(— руд) 
(брл©—4)угп(— руд) 

[Gp v (^ pv q)l^[0^g v o> pya) 


Conform definiţiei F., forma normalá conjunctiva a unei formule a este o conjunctie 


in care fiecare conjunct este o disjunctie de formule elementare. Pentru o elegantá aplicare a 
formelor normale conjunctive în verificarea validității unei formule modale in §5 vom 
ordona formula a, ordonând fiecare conjunct al acestei formule redusă la E , in felul următor: 


C2Bvnyv..vüy, 065, v..v05, 
unde Д, y,,ô sunt formule ale L,. Aşadar, primul disjunct este o formulă nemodală, 
următorii n disjuncti sunt formule elementare modalizate in o iar ceilalți sunt formule 
elementare modalizate în 0. Însă, cum 0 este distributiv în raport cu v (cf. К, ), formula de 
mai sus devine: 

C,= Bvny, v.v Oy, V O(Ó, v... v Ó, ), respectiv 

C,2 Вуоу v... v Oy, v06 (forma ordonată). 

Aşadar, in orice formulă adusă la F : C, =C, A...AC,, fiecare conjunct C/(I& i1) 
poate f1 adus in forma ordonatá de mai sus. 


Verificarea validității unei formule aduse în F, 


Evident, o formulă a în forma normală conjunctivă este validă ddacă fiecare conjunct 
este o formulă validă. Pentru a verifica dacă un conjunct árbitrar C; este valid vom construi 


n+l disjunctii distincte ale £ , în care un argument este formula 6 a L,» iar celălalt 
argument este una din formulele £,7,,..,7,, adică:  BvÓ,y vó..y,vó. Fie 
D fi € j< п+1) un disjunct arbitrar. Atunci 

„С, ddacá 27 D,, pentru cel ријіп ип 1< ј <п+1 
adică, C, este o formula validă a sistemului modal 55 ddacá cel putin una din cele n4 1 
disjuncfii de mai sus este o formulă validă a £,. Așadar, a este o formula validă in $5 даса 


fiecare conjunct este valid in modul indicat mai sus. In cazul in care un conjunct oarecare nu 
confine formula elementară 06, ceea ce ne rămâne de verificat este dacă cel putin una din 
formulele ,j,,..., y, este validă. 
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Exemplu: Sà vedem, cu ajutorul formelor normale conjunctive, dacà a este o formulá 

valida sau nu. 
а= ü[n( p 2 ор) 2 ор] > (6a p оор) 
Aaü[An(-pv ор) у ор] м (9a рупор) 
—uüa[6A(-p v ор) v ap] v (00 ~ p v ap) 
00 (Cop v ор) v ap] v (00 ~ p v op) 
0—0 ^ (2 ру ор) ^ ap] v (00 ^ p v ap) 
6[n( c p v ap) ^9 p] v (oo p v ap) 
[09(1 p v ор) A006 p] v (n6 p v ap) 
[(a( 1p v ap) AO ply ($^ p v op) 
(о 1 рупор) ^0-—1р]у(0— p v ap) 
(aa руорм® ~ ру пр) л(0~ pvo рупр) 
(п 1рмормо-р) л(0 ~ pv ap) 

a în Е аге doi conjuncti. În fiecare conjunct putem construi, în acord cu cele spuse 
mai sus, câte o disjunctie a £,, p v —p . Aşadar, a este o formulă validă în 55. 

În fine, va trebui să arătăm că procedeul mai sus indicat, cel al verificării validității 
unei formule cu ajutorul formelor normale conjunctive, este unul adecvat. Cu alte cuvinte, 
trebuie să argumentăm că dacă o formulă este validă în 55, atunci validitatea ei este 
verificabilă prin procedeul descris. Sau, echivalent (prin contrapozitie), dacă validitatea 
formulei nu este verificabilă prin procedeul descris (ie. nu este conformă procedeului), atunci 
nu este o formula validă a sistemului $5. Să vedem acest lucru. 

Validitatea unei formule a în Е înseamnă, am văzut mai sus, validitatea fiecărui 
conjunct. Presupunem că un conjunct arbitrar, С,, nu este verificabi! prin procedeul descris, 
adică presupunem că nici una din cele п+1 disjunctii (f v ô, y, v Ó,.., y, vó) nu este o 
formulă validă а £,. Vom arăta că în acest caz nici conjunctul C; nu este valid in 55. În 
acord cu conceptul 55 -validităţii, formula C, este 55 -validă ddacă este validă pe orice cadru 
reflexiv, simetric şi tranzitiv. Pentru demonstrarea nevaliditatii lui С, in $5 este suficient să 
construim un model (W,R,V), bazat pe SS-cadrul (W,R) în care C,este fals. Cum 
construim un asemenea model: 

W = (wo ws и, }; mulțimea W contine п+1 lumi posibile, pe care le asociem, in 
ordine, celor n+1 disjunctii ale £,. 

R=relatia de accesibilitate, devine dispensabilă prin asumplia: wRw, are loc pentru 
orice w,w,e W. 

V=functia evaluare o definim astfel încât fiecare disjunctie, în lumea care-i 
corespunde, ia valoarea logică fals, adică 

1. V(4v5,w)=0 

2. V(y, v6,w,)=0, pentru orice 1<i <n. 

Din 1. deducem că V(G, w,)=0 si V(5,w,)=0. 

Din 2. deducem а) V(¥;,w,)=0 şi deci И(07,, w, )=0 (întrucât pentru orice i există o 
lume (w,) în care y, este falsă) şi b) V(6,w,)=0, pentru orice i (deste deci falsă in toate 
lumile posibile), şi astfel VO 6,w,)= 0. Din 1. si 2. laolaltă deducem aşadar: v(B, W) = 0, 
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Vy, w,)20 si V(06,w)=0. Aşadar, fiecare disjunct din C; ia valoarea logică fals în 
modelul astfel construit şi astfel C, nu este 55 -valid. 


Remarci. 1. Modele de acest gen, în care un conjunct este fals, pot fi construite pentru 
orice fel de conjunct. Dacă С, nu contine, de exemplu, formula f (adică o formulă a £,), 
atunci din W se omite w, şi se arată că V(C,,w,)=0, unde w, poate fi orice. lume din W 
(fără w,). Dacă С, nu contine formule elementare oy, atunci din W se omit lumile posibile 
W..W,,. lar dacă C, nu confine formule 06, atunci nevaliditatea lui C, in w, înseamnă 
nevaliditatea formulelor J, V,- Y,- 

2. Procedeul mai sus descris, cel al formelor normale conjunctive, nu este 
aplicabil oricărui sistem modal, deoarece nu în orice sistem modal orice formulă modala este 
echivalentă cu forma ei normală conjunctivă. Insă, aplicat la $5, acest procedeu are valențe 
incontestabile: nu numai că permite verificarea validității unei formule în $5, dar reprezintă 
totodată si o elegantă demonstrație de completitudine pentru 55 . Adică, dacă a este o formulă 
validă a lui §5 procedeul formelor normale conjunctive ne permite si construirea efectivă a 
unei demonstrații în §5 a formulei a (construind o demonstraţie pentru fiecare conjunct si 
legând prin conjunctie toate aceste demonstrații). In felul acesta procedeul este si unul de 
decizie pentru $5. Deşi problema completitudinii face obiectul paragrafului 4.3.3, vom 


încheia cu câteva considerații cu privire la demonstrarea completitudinii sistemului $5 cu 
ajutorul formelor normale conjunctive. 


Teorema de completitudine pentru 55 
Dacă є ss, atunci - a, 
adică orice formulă validă a sistemului 55 este o teoremă a sistemului 55. 


Cum validitatea formulei a înseamnă validitatea tuturor conjunctilor ei, vom reformula 
teorema de completitudine în raport cu un conjunct arbitrar, adică 


Dacă H „С,, atunci ^, C;. 
Insă validitatea lui C; în $5 înseamnă, în raport cu procedeul mai sus descris, 
ak, Вуд sau b) E , y, у д. Să luăm pe rând cele două situaţii. Presupunem a) Е, f v ó. 
Р ? 
Rezultă că Дуб este o teoremă a lui 55 (deoarece toate formulele valide ale L, sunt 


teoreme ale sistemului X, şi deci şi teoreme ale lui 55). Construim, plecând de la acest fapt, о 
demonstraţie în $5 a lui C;. 


.Bv6 
. pap; T, 
. 62066 52, plô 


(а> r)2 (pv a)  (nv7)] : L, 
.(562306)2[(4v5)2(8v06)];4, qló,r! OÓó,plB 
.(B8vó)2(Bv066);3,5 MP 

. Bv96 ;1, 6, MP 

Cum Д у06 este o teoremă în $5, rezultă că С, este o teoremă a sistemului $5. 


с мл PN — 


N 


Presupunem acum b) E; y, v 6. Similar, y, v 6 este o teoremă a lui 55. 
l. 5, vó 
2.0 y, vó);lN 
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3.00 p v q)2 (ору); К, 
4.Q( y, vÓ)S (ny, v 08) ;3, р/у, 4/5 
5.0(у, v 0); 2, 4 MP 


și deci C; este o teoremă a sistemului $5. 


4.2.3. Cadrele sistemelor modale 
Definiţia 1. Un cadru (м, к) ретти un sistem modal normel 5 este ип cadru їп care orice 
teoremă a sistemului S este o formulă validă a lui $. 

In 4.2.1 am explicitat conceptul validității pentru fiecare din sistemele modale 
considerate. Am demonstrat totodată teoremele corectitudinii acestor sisteme. În 4.3.3 vom 


demonstra şi leoremele de completitudine care, laolaltă cu cele de corectitudine, demonstrează 
următoarea coextensivitate: 


F-,« ddacáp- ,a. 

Să presupunem cà 5 este sistemul modal T. Coextensivitatea precedentă devine: o 
formulă o este demonstrabilă în Т (i.e. T -demonstrabilà) ddacá a este Т -validă (i.e. valida 
in orice cadru reflexiv; cf. Def. 7, 4.2.1.). Această aserfiune cu privire la Т ne arată deja о 
anumită relație dintre sistemul modal Т şi clasa tuturor cadrelor reflexive. Nu răspunde însă 
la întrebarea dacă clasa tuturor cadrelor pentru T este coextensivà clasei tuttiror cadrelor 
reflexive. 

Analiza acestei teme o putem face în două moduri distincte. 

1. Ne prevalàm de teorema corectitudinii specifică fiecărui sistem §, în următorul mod: din 
faptul că dacă о formula este  -demonstabilă, atunci ea este validă pe orice Cadru reflexiv 
(i.e. corectitudinea lui T ) conchidem că orice cadru reflexiv este un cadru pentru Т (i.e. Т - 


cadru), adică, în acord cu cele demonstrate în paragraful întâi, dacă (и, К) este reflexiv, 
atunci Т:орор este validă. În felul acesta о implicatie din enunţul cOextensivitatii 
cadrelor este deja demonstrată. Mai trebuie demonstrată conversa acesteia: dacă à p D p este 
validă, atunci (W, R) este reflexiv şi astfel am arătat că cele două clase de cadre coincid. 


2. Prin aparatul semantic din 4.2.1 demonstrám, fara a face apel la teoremele corectitudinii, 
coextensivitatea pentru câteva sisteme. Vom alege acest al doilea mod, primul fiind indical in 
exercitii si solutiile aferente. 


Teorema 1. 0 p 2 p este validă in (W,R) ddacá (w, R) este reflexiv. 

Demonstrație 

a) Dacă o p D peste validă in (W, К), atunci (W, R} este reflexiv (i.e. R este reflexivă 
ре W). Presupunem că op D p este validă în (W,R). Fie w o lume arbitrará din W. Fie Vo 
evaluare astfel cà V(p,w,)=1 ddacă wRw, pentru orice w,eW. Dacă wRw,, atunci 
V(p, w,)=1 şi astfel Viap,w)=1. Fiindcă Vo p> p,w)=1 (prin presupoz) rezultă cà 
V(p, w)=1 şi astfel wRw. 

b) Daca (W, К) este reflexiv, atunci п p > p este validă în (W,R). Presupunem aşadar 


că R este reflexivă pe W. Fie we W о lume arbitrară şi V o evaluare astfel că. V(np,w) - 1. 
Atunci pentru orice и, € W , astfel că wRw,, rezultă V(p,w,)=1 şi deci şi V(p,yw)=1 (pentru 


că wRw are loc prin asumptia reflexivităţii). Şi deci dacă V(0p,w)= 1, atunci W(p,w)=1 si 
astfel V(n p 2 p м) =1. 
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Teorema 2. о p 2 оор este validă în (w, R) ddacă (W,R) este tranzitiv. 
Demonstratie 
a) Dacă o p D oop este validă in (W,R), atunci (И, К) este wanzitiv. Presupunem că 


о p Dopp este validă în (W, К) si cà wRw, si wRw,. Fie V o evaluare astfel cà pentru orice 


w, € W: V(p,w,)=1 ddacà wRw,. Atunci V(op,w)=1, căci dacă wRw,, atunci V(p,w.)- 1. 


Întrucât wRw,, rezultă cà V (Op, w,)=1. Iar fiindcă w,Rw,, rezultă că V(p, w,) - 1. Si astfel 
wRw,. 

b) Dacă (W, К) este tranzitiv, atunci a p > оор este validă in (W , К). Presupunem că 
'R este tranzitivà. Fie V o evaluare astfel cà V (ap,w)=1 şi wRw,. Dacă w,Rw,, atunci wRw, 
(prin wanzitivitate). Si deci V(p, w,)=1. Rezultă apoi cà V (ор, w,)=1, pentru că in w p este 
necesará iar wRw, are loc si deci V(p, w,)=1 si pentru cà v( р,м,)=1 51 w,Rw,. Si deci 
V (cop,w)=1. 

Sistemul modal §5, am văzut, se constituie din sistemul modal 7 la care se adaugă 
axioma E: 9 p>o0p. Denumirea E ne arată cà validitatea axiomei reclamă simetria şi 
tranzitivitatea relatiei R pe W, adicà К trebuie sa fie euclidiand. 


Definiția 2. O relaţie R se numeşte euclidiană dacă pentru orice x,y,z: dacă xRy şi 
xRz, atunci yRz. 

Lema. O relaţie R este reflexivă şi euclidiană ddacă R este o relaţie de echivalență. 

Demonstraţie 

a) Dacă R este reflexivă şi euclidiană, atunci al. R este reflexivà, a2. R este simetrică 
şi a3. R este tranziti và. 

al (trivial) 

a2 Presupunem că R este reflexivă şi euclidiană. Dacă xRy, atunci xRy şi xRx (refl) si 
deci yRx (eucl); aşadar К este simetrică. 

a3 Presupunem că R este reflexivă şi euclidiană. Dacă xRy şi yRz, atunci yRx (prin a2). 
Таг din yRx şi yRz deducem (prin euc?) xRz, adică tranzitivitatea Іш R. 

b) Conversa lui a); Dacă R este o relaţie de echivalență (refl, sim, tranz), atunci bl. R 
este reflexivă (trivial) şi b2. R este euclidiană. 

b2 Dacă xRy şi xRz, atunci yRx (prin sim) şi deci yRz (prin tranz). Şi deci din xRy şi 
xRz deducem yRz. 


Teorema 3. Ф p 2 Dp este validă în (W, R) ddacă (w, R) este euclidian. 
Demonstrație 
a) Dacă 0 p > cp este validă їп (W, К) atunci (W,R) este euclidian. Presupunem cà 


© p>00p este validă in (W,R). Fie V o evaluare astfel cà V(p,w,)=1 ddacă w =w". 


Presupunem cá wRw" şi ићи” . Din wRw" deducem V (p, w™ )=1 si deci V (Op,w) z 1. Din 
validitatea formulei 0 p>o0p în (W,R) deducem V(a0p,w)=1. Din wRw' deducem 


WOp, w') 21 şi deci există w, € W astfel cà w'Rw, si V(p,w,)=1. Însă, prin V, м, = и". Si 


deci w° Rw”. 
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b) Dacă (W, К) este euclidian, atunci 0 p > 0p este valida in (W, К). Presupunem cá 
R este euclidiană pe W: dacă wRw' şi wRw" , atunci w'Rw” (sau м" Ку"). Presupunem cá 
V (€p,w) 21. 1. Din wRw' deducem cà V (p, w') 21. Dacă si wRw" , atunci и" Rw™ (prin 
eucl) si deci w^" Rw' (prin sim) şi deci V (Op, w" )2 1. 2. Din wRw" deducem са 
V (p, w" ) 1. Dacă si wRw' , atunci w" Rw' şi deci и” Rw™ (prin sim) şi astfel V (0p,w') 21. 
Din V(0p,w)=1, 1 şi 2 deducem V (00%p,w)=?. 


GL -cadru 

Definiţia 3. O relaţie R este bine-fondată dacă pentru orice mulțime nevidă Y există 
cel mai mic R-element al lui Г (ie. un element we Г astfel că non w,Rw pentru orice 
w;eT). 

Definiţia 4. O relaţie R este convers bine-fondată dacă pentru orice mulțime nevidă Г 
există cel mai mare R-element al lui Г (i.e. un element we Г asifel că non wRw, pentru orice 
wer). 

Pe proprietatea „convers bine-fondată” a unei relații R se bazează demonstrația prin 
inducție pe conversa lui R. Adică, dacă despre un element we W deducem că are proprietatea 
P din asumptia că toate elementele и, є W , astfel că wRw,, au proprietatea P, atunci putem 


conchide că fiecare element al lui W are proprietatea P. Să arătăm pe scurt acest lucru. 
Să presupunem despre loate elementele we W са au proprietatea Р dacă toate 
elementele и, Є W , astfel că wRw,, au proprietatea P. Fie [=(weW: w nu are P). Va 


trebui să arătăm că Г nu are cel mai mare R-element. Fie we Г, aşadar w nu are proprietatea 
P. Si cum wRw, (prin asumptie), rezultă că w, n-are proprietatea P. и, e W (R fiind o relație 
pe W) şi deci w, € Г. Si deci Г nu are cel mai mare R-element. Cum R este o relație convers 
bine-fondata, rezultă са T trebuie să fie vidă. Si deci fiecare element we W are proprietatea P. 
Teorema 4. a(ap2p)2 ор este validă in (W,R) ddacá (W, R) este tranzitiv şi 
convers bine-fondat. 
Demonstra[ie 


a) Dacă cn p 2 р) 2 op este validă in (W, К) atunci (W, А) este tranzitiv si convers 
bine-fondat. Faptul cá R este tranzitivá (ie. (W, К) este un СЕ -cadru) rezultă din faptul cá 4: 


ор > оор este o teoremă a sistemului modal GL (ie. GL,) si astfel, prin teorema 
corectitudinii este o formula validă a sistemului G£ . De unde, prin teorema 2 rezultă cá R este 
tranzitivá pe W. 

Vom arăta cá R este convers bine-fondată. Presupunem cá există o mulțime nevidă Г 
fără cel mai mare R-element. Fie we Г şi fie V o evaluare, astfel cá pentru orice w, € W 


V(p,w, )=1 ddacá у Г. Vom arăta că în acest caz C(O p D р) 2 ор nu este validă în 
(w, R) , ceea ce contrazice antecedentul lui a). 
Presupunem wRw,, deci w; є W . Presupunem că V (p, w, )=0. Rezultă cà w, € Г si că 
există и, € Г, astfel cà w,Rw,, w, €W şi V(p, w,)=0 si deci Wap, w,) =0 şi astfel V 
(a p 2 p ,w,)«1 si deci V (n(B p > p),w)=1. Din wRw, si V(p,w,)=0, avem V (np,w) 20. 
b) Dacá (W,R) este tranzitiv si convers bine-fondat, atunci G(D p> p )2 Op este 
validă in (W, К). 
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Presupunem un model (W, R,V) bazat pe cadrul (W, R} si cà V(ap,w)- 0. Vom arăta 
cà sub ipoteza din b) V (G(n p > p ),w) - 0 si astfel implicatia este validă în (W, №). 

Fie [= {w, € W: wRw, ^V(p. w, )= 0}. Din V (op,w)= 0 rezultă că există и”, astfel 
cá wRw' şi V(p, w")= 0. Si deci и eT gi astfel Г x Ф. Cum R este convers bine-fondată, 
există w” e Г, astfel cà non w Rw, pentru orice w, € Г. Avem aşadar w" eT, wRw" şi 
v( p, w = 0. Presupunem w"Rw,. Rezultă că w, eI, wRw, (prin tranzitivitate) şi 
V(p,w,)=1. Şi astfel V (ор, w")-1. V(ap 2 p,w")-0 şi astfel V(o(0 p 2 p),w)=0. 


Exerciţii 


4.2.1. S-validitatea formulelor Е, 

І. Să se arate cà p > Op nu este o teoremă a sistemului Т. 

2. Să se demonstreze cá 4: 0 p Doop nu este Т -validà. 

3. Să se arate că 5: 0 p 200p nu este $4 -validà. 

4. Să se demonstreze că dacă (W, R) este un cadru finit şi tranzitiv, atunci următoarea 


coextensivitate are loc: (W, R),,, ddacă R este convers bine-fondată. 


4.2.2. Verificarea validității formulelor în sistemul modal 55 

Sunt următoarele formule ale logicii modale propozitionale 55 -valide? (Răspundeţi cu 
ajutorul formelor normale conjunctive). 

a, =(0pAa00p) > 000p 

a, =a(pz—0p) >(p=—0(pA-—p)) 

a, =a(—pA—4)> la(a(pv q) 27) an rannol p))] 

a, =ala(ap 2 09) > a(^q 2 —p)] 

& =0( p> q)2al(( p^ 0p) > 9 ^0(рэ op) 

а, - [n(a( p 2 4)2 q) эр] 29(002 p) 

œ O(p^q)2 A(o( Op v aq) 299) 


4.2.3. Cadrele sistemelor modale 
1. Să se demonstreze prin contrapozitie următoarea asertiune: Dacă оро p este 


valida in (W, R) , atunci (W, R) este reflexiv. 

2. Să se demonstreze teorema corectitudinii sistemului D. 

3. Să se demonstreze prin contrapozitie următoarea asertiune: Dacă ор > оор este 
validă în (W, R), atunci (W, R) este tranzitiv. 

4. Demonstrati următoarea asertiune cu privire la sistemul modal 8: Dacă p >o0p 
este validă in (W, R) , atunci (W,R) este simetric. 

5. Demonstrati prin contrapozitie următoarea asertiune cu privire la sistemul modal 8: 
Dacă —p > а-ар este validă in (W, А), atunci (W, R) este simetric. 
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4.3. Modele canonice 


4.3.1. Multimi maximal consistente de formule 

Definiția 1. Fie Г o mulţime de formule ale L," Г este o mulțime inconsistentă în 
report cu un sistem § sau 5 -inconsistentă (abrev. 5 -inc) ddacă există o submulțime finită 
Г" = {0.0} ET astfelcă Aa, ^..^a,) ; abrev HAr”. 

Іп caz contrar este 5 -consistentă (abrev. 5 -con). 

Daca Г are un singur element, a, atunci Г este 5 -con ddacă non Haa. 

Lema I. Dacă Г este o mulțime 5 -con, iar a este o formulă arbitrară, atunci tr, a) 
este S-con sau (r.a) este 5 -соп (unde (L, a) înseamnă Tula) iar (D, a) înseamnă 
Tula ). 

Demonstraţie (reductio ad absurdum). Presupunem cà ambele mulțimi (La) si 
(T,—a) sunt 5 -іпс. Există aşadar două submultimi finite I7 si Ty, cu Ij c {Г,а} si 
г; с{Г,-0}, astfel încât „ЗАГ şi Б, AT. 

Fie acum mulțimile A, =T} -{@} şi A, =T; - fha}. A, şi A, sunt deci submultimi 
finite ale mulțimii D si к,—(ЛА, ла) şi Hp (AA, ^a). În acest caz însă ,-vA{A,, A, }. 
Însă {A,,A,} este o submulțime a lui Г si deci Г este §-inc, ceea ce contrazice ipoteza 
lemei. 

Definiţia 2. Fie Г o mulțime de formule ale £,*. Г este o mulțime maximală ddaca 
pentru orice formulă modală a: ає Г sau aer. 

Definiţia 3. Г este o mulțime maximal 5 -consistentă (abrev. max S-con) ddacă 
T este simultan maximald şi 5 -соп. 

Lema 2. Fie Г о mulțime max S -con. Atunci: 

l. Pentru orice formulă a, exact unul din elementele mulţimii (a,—a) aparține lui 

T. 

2. аэ BeT ddacă ає Г sau fel. 

3. Dacă «€T si аэ fel, atunci BET (Orice mulţime max 5 -con este închisă 

sub modus ponens). 

4 Dacél.,a@, atunci ae Г (Orice teoremă este conținută in orice mulțime max S- 


con). 
5. Dacă aeT şir, > B,atunci Вє Г. 
Demonstratie 


1. a) Cel putin unul din elementele mulțimii {a,—a} aparţine lui Г. Aceasta rezultă 
din maximalitate. 
b) Cel mult unul din elementele mulțimii (c, -a) apartine lui Г. Aceasta rezultà 
din consistenţă. Căci în caz contrar t,—(0 ^ —x) si deci Г ar fi 5 -inc. 
2. а) Dacă œ> fer, atunci ae sau fel. Presupunem antecedentul lui a), 
a> B €T, şi negatia consecventului lui a), сє Г şi f£ Г. Atunci ~J eT (prin max). 
Însă {кэ B,a,8} este S-inc, deoarece ^ ,—l(a> B) ^o ap] si deci Г este 
5 -inc; contradicţie. 
b) Dacă a£ T sau Jer, atunci à > BET. Ca mai sus, presupunem a£ T si 
a> fel. Atunci —aeT şi Had f)eT (prin max) Însă (4a,-(a > f)) este 5 -іпс 
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pentru cà ^ ,— [5e ^a B)] si deci Г este S-inc; contradicţie. Celălalt caz, feT, se 
trateazá similar (exercifiu). 

3. Similar (arátám cà multimea formata din antecedent $i negatia consecventului este 
$ -inc) (exercitiu). 

4. Daca pU? atunci @є Г. Prin teorema corectitudinii sistemului .$ (ie. Раса o 


formulă este teoremă a lui 5, atunci formula este §-validd) conchidem asupra $ -validității 
lui a şi deci asupra 5 -іпс negatiei, a. Cum —@ nu poate aparține lui Г (T fiind S-con), 
rezultă că ae Г (prin max). 

5. Dacă ae sit ,& 2 f , atunci Be Г. Dacă} œD f rezultă că œ > Je Г (prin 


4) şi cum ae T rezultă că fe Г (prin 3). 


Lema 3 (Lindenbaum)". Orice mulțime 5 -con de formule Г poate fi extinsă într-o 
mulțime max S -con A, astfel cà TCA. 


Demonstrație. Presupunem cá Г este o mulțime 5 -con de formule. Fie %,7,,7,,... 0 


enumerare a tuturor formulelor modale. Construim acum un sir de multimi de formule 
AA, А,,... în felul următor: 


A, =T 
A, a) {А,, у}, dacă mulțimea {A,, у} este consistentă 
b) {A,,77, }, in caz contrar. 


Vom arăta cà: 1. Fiecare A, este §-con. 
2. A=UfA, :i = 0,1,2,...} este 5 -соп. 
3. A este max $ -con. 
1. Fiecare ^, este 5 -сол. Constatám mai întâi că dacă i € j, atunci Д, SA n A, este S-con, 


căci A, =T , iar Г este o mulțime $ -con prin ipoteză. Presupunem că A, este consistentă. 
Atunci fie (^.y,) este consistentă şi deci A,,, = {A,, J.T; fie {A,, 77, } este consistentă şi deci 
A;a = {4;,-27,}. De unde, prin Lema | A 
2. A= UA, к= 0,1,2,...} este 5 -соп. Dacă Aar fi 5 -inc, atunci ar exista o submulțime finită 
aei X ={6,,..,5,} astfel cà ^ fd, ^... ^ б, }. Fiindcă 6 € A, 6, aparține unei mulțimi A,, 


.., fiindcă 6, € A, 6, aparţine unei mulțimi A, . 


i este consistentă. 


Fie acum і = max(i, ....,i,). Si deci toate formulele 6,..., 5, aparțin mulțimii A,. Şi deci A, 
este S-inc, deoarecej- ,—(ó, A... ^ б, ) , ceea ce contrazice 1, de mai sus. Şi deci Aeste $-con. 
3. A este тах S-con. Căci dacă у є A, atunci y, € А, şi deci (^.x.) este $ -inc. Atunci 
{A,,77,}= A;n CĂ şi deci -77, € A. Aşadar ГсА si A este max §-con. 

Desi am presupus că mulfimile cu care operám sunt mulțimi de formule ale logicii 
modale propozitionale, demonstratiile de mai sus au fost facute in logica nemodalà 
propozițională (in £, ), fiind astfel valabile pentru orice sistem care include L,» fie el modal 
sau nu. 

În cele ce urmează ne interesează însă mulțimi max §-con de formule modale. Fie o 
mulțime Г, care contine toate formulele у astfel încât a y e Г. Simbolic: T, = (у:оує Г}. 


? Comp. 2.3.3, Lema 1. 


260 


Lema 4. Fie 5 un sistem normal de logică modală propozițională. Fie Г o mulțime 
S -con de formule astfel încât пає Г. Atunci [T,, 5a] este S -con. 

Demonstratie (contrapozitie) 

Presupunem cà (1,,—4] este .$-inc şi vom arăta cà in acest caz şi Г este S -іпс. 


Dacă (I,,—a ) este 5 -іпс, atunci există o submulțime finită {y, E = Г, astfel cà: 
(A Ao Y ^d), adică 
pa A ^ У, )У at, respectiv 
pu A. AY) a, si deci 
күп (7 ^-^ Va )> na, prin R, 
Hs (оил. лоу, )2па, prin К; 
Р: (074 л... ADY, ^na) 
Însă această din urmă expresie redă S-inc mulțimii (27,...,07,,—0a), care este о 
submulțime a lui Г şi deci Г este 5 -іпс, contrar asumptiei. 


4.3.2. Modele canonice 

Construcţia modelelor canonice are ca sursă ideea lui Lindenbaum, potrivit căreia 
orice mulțime consistentă poate fi extinsă într-o mulțime maximal consistentă (Lema 3, 
4.3.1.), ideea lui Carnap despre lumile posibile ca mulțimi de propoziţii şi ideea lui Kripke a 
relaţiei de accesibilitate, definită într-un mod anume. Construcția acestor modele prezintă o 
deosebită importanță pentru logica modală. Pentru orice sistem modal normal consistent .$ 
există un model canonic al său, M,,, , cu următoarea proprietate remarcabilă: 


Can а ddacá ha, 


E Moo 
adică a este o formulă validă în modelul canonic al lui § ddacă a este demonstrabilà in S. 

Modelele canonice sunt instrumente foarte utile in investigarea sistemelor modale, 
inainte de toate in demonstrarea completitudinii lor. Coextensivitatea Can, de mai sus, 
sugerează deja cum este posibil acest lucru. Se demonstrează mai întâi, în modul in care am 
procedat în 42, S$ -corectitudinea sistemului respectiv (ie. orice teoremă a lui 5 este validă 
în raport cu conceptul specific al validității sistemului $ , adică $ -validà), iar apoi se arată cà 
cadrul modelului canonic al lui § are proprietățile reclamate de conceptul $ -validității (i.e. 
reflexivitatea, wanzitivitatea etc.). De unde se conchide că dacă a este o formulă S-validă, 
atunci a este validă în cadrul modelului canonic al lui § şi deci este validă în modelul canonic 
Mom . Şi deci, pe baza Can, conchidem asupra $ -demonstrabilitàtii ei. 

Să vedem, în continuare, cum construim unM,,, pentru 5. 


În cele relatate până acum despre sistemele modale lumile au fost considerate, simplu, 
elementele punctiforme ale unei mulțimi nevide W. Acum ne interesează însă şi „structura” 
lor, respectiv ce anume poate conţine o lume posibilă. În cele ce urmează vom considera că o 
lume este o mulțime anume de formule, astfel încât o formulă aparține mulțimii respective 
(i.e. lumii posibile) dacă şi numai dacă formula ia valoarea logică adevărat în lumea 
respectivă. Scurt spus, lumile posibile sunt mulțimi maximal consistente de formule în raport 
cu un sistem specificat S$. 

Definirea Mom pentru $ înseamnă specificarea itemilor W, R si V: 


W este mulțimea tuturor mulțimilor max 5 -соп. 
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R va fi definită astfel: dacă Г şi A sunt două mulțimi max .5 -соп de formule (i.e. 

două lumi), iar a este о formulă arbitrară astfel încât a œe Г, atunci ae A, adică 
TRA ddacă pentru orice a: dacă nae Г, atunci ae A, echivalent 
wRw' ddacă pentu orice a: dacă n œe w, atunci a € w° 
(dual wRw' ddacă pentru orice a: dacă de м”, atunci 0ae w) 

Vo vom defini astfel: V(p,w)=1ddacă pe w (unde p este o variabilă propozițională 
arbitrară). 

O dată asignate valori variabilelor propozitionale, valoarea logică a oricărei formule, 
în orice lume, poate fi univoc determinată. Un rezultat fundamental cu privire la modelele 
canonice este următoarea lemă care arată că orice formulă este adevărată într-o lume w a 
modelului canonic ddacă formula aparține lumii respective w. 


Гетӣ. Fie Ma = (w, R, у) modelul canonic al ипиі sistem modal normal consistent 
S al £,°. Atunci: V (à, и) = 1 ddacă ae w, pentru orice a şi pentru orice we №. 


Demonstrafia о facem prin inducţie structurală. Adică, orice formulă a £,° are 


proprietatea P dacà: 

1. Pasul de bază: orice formulă elementară are proprietatea P. 

2. Paşii inductivi (ipoteza inducției): 
a) Dacă a are proprietatea P, atunci ~g are proprietatea Р. 
b) Dacă a şi д au proprietatea P, atunci œo 8 are proprietatea Р. 
с) Dacă a are proprietatea P, atunci Da are proprietatea P. 
Prin definiția funcţiei V, lema este valabilă pentru orice formulă elementară (i.e. variabilă 
propozițională). Trebuie să demonstrăm aşadar că a, b şi c au loc cu referire la lemă. 
а) Dacă lema este valabilă pentru a, atunci este valabilă şi pentru ^a. 
Fie —a o formulă arbitrară şi we W o lume arbitrară. Din Cond [—a] avem V(—a,w)=1 
ddacă V(a,w)=0. Prin antecedentul lui a) lema este valabilă pentru a şi deci V(a,w)=0 
ddacă ag W . Însă prin Lema 2 (1), 4.3.1, ae W ddacă —aew. Si deci V(-a,w)=l 
ddacă —@є w. 


b) Dacă lema este valabilă pentru a şi J, atunci este valabilă şi pentru @of. Fie ,,o” 
operatorul „> ”. Fie deci œ > f. Însă. „—(a> B) = (y^). Cum w este o mulțime max 
S-con, rezultă că -(42f)ew ddacă gew şi few. Si deci ао few ddacă 
Had fe w ddacă ae w sau ^e м ddacă ae w sau Sew ddacă fie V(a,w)=0, fie 
V(B,w)-1 (prin ipot. ind.) ddacă V(@> Д, м) =1. (Construiti o demonstraţie utilizând 
Lema 2(2) din 4.3.2). 


c) Dacă lema este valabilă pentru a, atunci este valabilă şi pentru na. Fie aşadar formula aa. 
1. Presupunem oge w. Prin definiţia relaţiei de accesibilitate R în Mom avem: pentru orice 


w` astfel că wRw' ae и". Cum, prin asumptie, lema este valabilă pentru a, avem aşadar 
vla, w')-1 pentru orice и“ astfel cà wRw' . Si deci, prin Cond [na], V(na,w)-1. 
2. Presupunem nid м. Atunci ~age w (prin max). $i deci w, {0} este §-con (prin 


Lema 4, 4.3.1) (unde w, =(y:0 y € w J). Şi astfel, prin Lema 3 există o lume w'eW astfel 


încât [»,.-ojc м", adică a) w,€ w' sib) —ae w'. Din a) deducem cà wRw' (prin def. 
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lui R) iar din b) deducem сє w'. Cum lema are loc pentru а, din сє у” deducem 
vla, w* E 0 şi deci, prin Cond [aa], conchidem cá V(na,w) 20. 

Aceste rezultate ne permit să demonstrăm existența proprietăţii remarcabile Can , cu 
privire la modelele canonice: F , 4 ddacă Ha. 


Demonstraţie: a) Dacă Hæ, atunci Б, @. Fie Mon = (W, R,V). Presupunem 
antecedentul lui а): „ct. Rezultă cá a aparține oricărei mulțimi max S -con (prin Lema 2(4), 
4.3.1), echivalent, oricărei lumi we W . Aşadar, V(a,w)=1 pentru orice we W (prin Lemă, 
4.3.2.) şi deci a este validă în Mp =(W,R,V). 


b) Dacă Fy @, atunci F œ. Demonstrám b) prin contrapoziție. Presupunem cá non 


Ба. Atunci (Aa) este 5 -соп. Si deci există o mulțime max S -con, căreia —a îi aparține; 
adică există o lume we W , astfel că сє w. Şi deci @¢ w. De unde, prin Lema de mai sus, 
V(a,w)=0. Şi deci non E mg, Z (ie. a nu este validă în modelul canonic). 


4.3.3. Completitudinea sistemelor modale 

Demonstrația de mai sus a Can este şi o demonstraţie de completitudine pentru 
sistemul modal X, cu ajutorul modelelor canonice. Căci dacă a este validă în orice model 
bazat pe un X -cadru (W, А), atunci a este validă si în modelul canonic bazat pe (и, к) si 
deci, prin b), a este K -demonstrabila. 

Aşadar, a demonstra completitudinea unui sistem modal . cu ajutorul modelelor 
canonice inseamna a demonstra cá modelul canonic al sistemului respectiv se bazeazá pe un 
cadru specific sistemului $ (ie. reflexiv, tranzitiv etc.). În cazul sistemului K avem deja о 
demonstrație de completitudine, deoarece modelul canonic se bazează pe orice cadru (w Р к) ; 

Teorema 1. Sistemul modal T este complet în raport cu orice cadru reflexiv (ie. T - 
cadru). 

Ceea ce trebuie sá arátám agadar este cá wRw are loc pentru orice we W , adicá R este 
reflexivă in modelul canonic. În acord cu definiţia lui R în Mon» WRw are loc ddacă pentru 
orice formulă a, dacă oge w, atunci ge w. Demonstrația este simplă. Cum o p D peste o 
axiomá a sistemului T (si deci şi teoremă), ea face parte din orice mulțime max 7 -con si 
deci şi іл w (prin Lema 2 (4), 4.3.1). Prin substituție obținem са > œe w care, cu asumptia 
oge w dă œe w (prin Lema 2 (5), 43.1). 

Teorema 2. Sistemul modal D este complet în raport cu orice cadru serial (D- 
cadru). 

Trebuie să demonstrăm că R este serială în modelul canonic, adică Vw3w'wRw'. Cum 
O(p p) este o teoremă a lui Ф (i.e. D,), ea face parte din orice weW din modelul 
canonic al lui Ф. De unde, prin Гета, 4.3.2 V(0(p > p),w)=1. Si deci există o lume и" 
astfel cá wRw' si deci R este serialá. 

Teorema 3. Sistemul modal K4 este complet în raport cu orice cadru tranzitiv (i.e. 
K4 -cadru). 

Acum trebuie să demonstrăm că R este tranzitivă în modelul canonic al lui K4 , adică 
КАЛАДА ^ w;Rw,)2 w Rw]. Presupunem w,Rw, si w,Rw,. Trebuie să arătăm că 


w Rw, are loc, adică trebuie să arătăm că dacă о œe w, atunci @e и. Cum ор 2 опор este 
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axioma 4 a acestui sistem, formula ос > ооа este demonstrabilá în K4. De unde, sub 
asumpfia o ŒE w,, prin Lema 2 (5), 4.3.1, obţinem oo ae у. Cum w,Rw, (prin presupoz.) 
rezultă o œe w, (prin def. lui R). Iar fiindcă w,Rw, (prin presupoz.), similar, de у». 

Teorema 4. Sistemul modal $4 este complet in raport cu orice сайти reflexiv si 
tranzitiv (i.e. $4 -cadru). 

Cum $4 este T+4, R este relația din sistemele modale Т şi K4. Aşadar, 
completitudinea sistemului $4 rezultá din teoremele 1. si 3. 

Teorema 5. Sistemul modal ® este complet in raport cu orice cadru reflexiv si 
simetric (i.e. B-cadru). 

Cum Ф este T + p 2 Dp, reflexivitateà relației R în modelul canonic al lui Ф rezultă 
din Teorema 1. Ceea ce trebuie să demonstrăm este simetria relației R: 
VwVw'(wRw 2 w'Rw), pentru orice we W în Mp. Adică trebuie să arătăm cá dacă wRw' 
atunci w'Rw; adică dacă oge w' , atunci @e у, pentru orice formulă a. 

Presupunem că œg w. Atunci Ge w (prin max). Însă „—a 2 D0—a (prin axioma 
B si Subst), echivalent ,.,-3:22 aua (prin Intersch). De unde, prin Lema 2 (5), 4.3.1 


obținem omoge w. Întrucât wRw' are loc (prin presupoz.), obținem —0ae м” (prin def. 
lui R) şi deci сё w' (prin max) ?'. 

Teorema 6. Sistemul modal $5 este complet în raport cu orice cadru de echivalență 
(i.e. §5-cadru: reflexiv, simetric şi tranzitiv). 

Demonstrația acestui fapt rezultă din teoremele 1, 4 si 5. 

Incheiem acest paragraf cu câteva consideraţii cu privire la convergență. Sistemul 
modal $4.2 se obține din sistemul modal 54 plus axioma G,: 0np 2 00p с 

Teorema 7. Sistemul modal $4.2 este complet їп raport cu orice cadru reflexiv, 
tranzitiv si convergent (i.e. $4.2 -cadru). 

Un cadru (W, R) se numeşte convergent ddacă relaţia R satisface următoarea condiţie: 
pentru orice w,,w,,w, din W, dacă w,Rw, si w,Rw,, atunci există и, є W astfel cá w,Rw, şi 
w,Rw,. 

Demonstrarea completitudinii sistemului §42 se rezumă, în acord cu ideea 
convergentei la demonstrarea .$4.2-consistentei mulțimii A 2 {WaW}, adicá a multimii 
Wy, UW,,, unde wya ={а:пає w,) iar wy, = (f:nffe w,). Căci dacă A este o mulţime 
consistentă, atunci ea poate fi extinsă într-o mulțime max .$ -соп w , astfel cá Acw (prin 
Lema 3, 43.1) (аг w poate fi considerată mulțimea w, căutată). Reflexivitatea si 
tranzitivitatea relatiei R sunt demonstrate prin teoremele 1. si 3. 


Demonstraţie (reductio ad absurdum). Presupunem cá A nu este $4.2 -con. Există deci 
formulele сз @,,...,0@, în w, siaf,,..,08, їп w, astfel cá 


1. b> a0 AAG, A fi AnA B, ), echivalent 
2. F sea AQ, A... Aa, Vv AB, л... ^ Bp), echivalent 


21 Aceasta echivalează si cu o demonstrație de completitudine pentru sistemul KB ale cărui axiome sunt 
axiomele lui K plus axioma B:p D 00p. 

22 Numele axiomei, G,, este dat de P.T. Geach (cf. M.A.E. Dummett şi E.J. Lemmon, Modal Logics between 
54 and $S , Zeitschrift für mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, 5/1959, 250-264). Conversa 
axiomei G, este axioma M: c0p > 0op; adăugată sistemului $4 formează sistemul modal 54M . 
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3. F (0л. ла, ) > (В, ^... ^ B,), şi deci 
4 E ua0(o ^. ^0,)2 9B, ^.^ B, ) (prin R,), adică 
5. E sea 0(a ^... ^a,)2 —0(4 л... л В,) (Intersch) 


Însă fiindcă w,Rw, are loc iar ala, A... AG, )e w, (prin exerc. За, 43 (mai jos) plus 
teorema K4' ) rezultă cá 0o (a, ^... ^ )e w,. De unde, prin axioma G,, Subst si Lema 2 
(5), 4.3.1 obtinem n0 (a, ^... ^Q,)e w. Întrucât w,Rw,, rezultă cá 0 (a, ^..ла,)є W,, care 
împreună cu 5 de mai sus dá —0(4, a... f, )e w. Însă o £,,.. 08, , echivalent, prin exer. 
За, 43 plus Teorema KẸ, о (д, A.A B) aparţine lui w, саге împreună cu formula 
precedentă fac mulțimea w, inconsistentá. Si deci A este $4.2 -con si poate fi extinsă într-o 


multime max .$4.2 -con, w (i.e. multimea w, cáutatá). 


Remarci 

1. Deşi sistemul $4.2 este 54 (ie. K+T+4) plus G,, în demonstrarea 
completitudinii lui in raport cu orice cadru convergent (ie. in demonstrarea convergentei 
relației R în modelul canonic al lui $4.2 ) nu s-a apelat nici la axioma T, nici la 4, ci doar la 
G,. Acest lucru arată faptul că sistemul K +G, este complet în raport cu orice cadru 
convergent, indiferent dacă R este reflexivă sau tranzitivă. 

2. Dacă sistemului $4 i se adaugă axioma D,: c(n p 2 q) v ta q2 p), atunci se 
obține sistemul modal $4.3, sistem complet în raport cu orice cadru reflexiv, tranzitiv şi 
conex. O relație R se numeşte conexá ddacă pentru orice w,, w;,w, E€ W următoarea implicafie 
are loc: (w Rw, л», Rw,)D (w,Rw, v w,Rw,). Remarca 1 de mai sus este valabilă si despre 
$4.3, în următorul sens: sistemul K * D, este complet în raport cu orice cadru conex, 
indiferent dacă R este reflexivá sau tranzi tivá. 


Rámánem la ideea convergentei. Demonstrim însă mai întâi o lemá care permite 
generalizarea rezultatelor de mai sus. 

Fie W o mulțime şi R o relație binară definită pe W. Pentru orice i=0,1,2,... definim 
relația R' în felul următor: 

1. wR'w' ddacă w=w', R° este deci relația de identitate pe W. 

2. wR'*'w” ddacă există о w” astfel că wR'w'" si w" Rw’, adică 

R” = Kw, w) :3w" (wR'w" aw" Rw )). 
Deci А! este relația wRw' iar wR"w' are loc ddacă Зи. Зи, (w =w,Rw,R...Rw, = и). 
Înşiruirea de lumi w,R...Rw, , astfel cá 1 şi 2 au loc, se numeşte R-lant. 

Fie a o formulă modalá. Definim a'a si 0 à după cum urmează: 

l.o’°a=a 3.0°a@=a 

2.0" ag -on0'a 4. 0! gz 00'a 
Lema de mai jos aratá corelatia dintre aceste concepte si modelele canonice. 


Lemă. Fie § un sistem modal consistent normal. Atunci 
wR'w' ddacá pentru orice formulă о: dacă o' ae w, atunci ae м“, 
dual, wR'w' ddacá pentru orice formulă В: dacă Be w, atunci 0' Be w. 
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Demonstraţie (prin inducţie pe i). Cazul i = 0 este evident. 

a) Dacă wR'w', atunci pentru orice formulă a: dacă o‘a@ew, atunci de w'. Presupunem 
wR'w şi n'a -na'a-n'oae w. Există aşadar w” astfel încât wRiw” si w"Rw'. Însă 
п@є w” (prin ipoteza inducției) si deci œe у (prin definiţia lui R în modelele canonice). 

b) Dacă pentru orice a: dacă п'оє w, atunci œe и“, atunci wR'w'. Presupunem că pentru 
orice a: dacă o^ ae w, atunci дє w’. Si vom arăta că жу". 

Fie A={0f: few')u(y:n'yew).A este o mulţime consistentă. Căci dacă n-ar fi 
consistentă, atunci pentru f),..., B, € и" si n Y... 0! y, € w am avea 
-, (0 ^..^0B, ^y, ^^y). Fie @= B, ^.^ B, iar у= ул... л y. Însă din 
Hs B S (B, ^... ^ B,) deducem +,0830(B, ^... ^ B,) (prin R;), iar 
FS0(B ^^ B,) S (0 B ^... ^0 B.) (prin Ki) şi deci 7,08 S(0 B, ^... ^0 Д). 
Asadar,- (0 Bay), respectivi- ,30 Bv ay, echivalent - , y 2 —0 Д, adică +} ,y 2 af. 
Însă, prin i aplicaţii ale regulii N obținem H- s0':720'"—f. Cum п'ує w, rezultă că 
01-6 єм şi deci —few' (prin presupozitie) care, împreună cu Jew, face A 
inconsistentă. 

Însă dacă A este consistentă, atunci ea poate fi extinsă la o mulțime maximal 
consistentă w", astfel că Acw”. Pentru orice y, dacă o'ye w, atunci ye w” şi deci 
wR'w" (prin ipoteza inducției) şi pentru orice f, dacă € у", atunci 0e w" si deci 
w" Ку". Are loc aşadar wR'w'*Rw' şi deci wR"!w* 


Urmátoarele relatii sunt imediate: 

1.V(a"a,w)=1 ddacă pentru orice w° astfel că wR"w', vla, w')=1. 

2. VO"a,w)=1 ddacă există w' astfel că wR"^w' si V(a,w')21. 

Aşa cum am arătat in 4.2 un §-cadru este explicitat prin anumite condiţii. Un Ф- 
cadru, de exemplu, este un cadru serial, adicá un сайга (W, R) care valideazá condiţia 


vw3w'wRw', unde w,w' e W .Ín logica predicatelor de ordinul întâi aceasta este o formula, 
unde К este un predicat diadic. Cu alte cuvinte, .5 -cadrele sistemelor modale pot fi definite 


prin formule ale logicii de ordinul întâi. Modul în care se face această definire este complet 
explicitabi! prin teoremele aferente. Să luăm un exemplu. 


Fie formula 0'o*a20/0"a ?. Formula este o generalizare a axiomei specifice a 
sistemului modal 54.2 (cf. Remarcá 1). Cadrele oricărui sistem modal obținut din X, plus 
formule care au forma celei de mai sus (unde i, j, k, m sunt numere naturale) trebuie să 
satisfacă cerința convergentei, pentru ca toate şi numai teoremele sistemului să fie formule 
valide ale sistemului astfel obţinut. Această cerință poate fi redată prin următoarea formulă a 
logicii de ordinul întâi: 

Conv VwVw Vw, [(wR'w, ^wR^w,)2 Зи, (ми ^ w,R"w,)] 

Orice cadru (W, R) care satisface aceastá cerintá este un cadru i, j, k, m-convergent 
(aferent, R este o relaţie i, j, К, m-conv.) 


Е Comp. Lemmon si Scott, ор. cit., 151 şi urm. Şi В.Е. Chellas, Modal Logic: An Introduction, Cambridge UP 
1980, 85-90. 
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Teorema 8. Fie (У, R,V) un model arbitrar bazat pe cadrul i, j, k, m-conv (W, R). 
Atunci orice formulă 0 n*a 20/0"a este validă în (W,R,V) (ie. adeváratá in orice 
we И ). 

Demonstraţie. Fie we W , astfel că V(0'c*a,w) =1 şi wR'w,. Trebuie să arătăm că 
pentru w,, w,R"w, si V(o,w,) «1. Din VO'0*a,w)=1 deducem că există o lume w, astfel 
cá wR'w, si V(O* а, w,)=1. Din asumplia i, j, k, m-conv lui R deducem că există w, astfel cá 
vw R*w, 51 V(a, wW, ) =1. Iar din asumptia wRiw,, prin i, j, k, m-conv lui R, rezultă w,R"w,. 

Teorema 9. Dacă |- 505a 20/0"a, atunci R, este i, j, К, m-conv (unde R, este 
relaţia unui model canonic). 

Demonstraţie. Presupunem cá au loc: wR;w, şi wR/w,. Trebuie să demonstrăm cá 
există un w, astfel cá w,R'w, si w,R"w,. Fie Г={ а: о‘ ae w)u(B:o" Be w,). Dacă Г 
este o mulțime §-consistenta, atunci ea poate fi extinsă într-o mulțime max S$ -consistentă 
(prin Lema 3, 4.3.1.) w, astfel cá Г сил. De unde deducem cá wR*w, şi w,R"w, (prin 
Lemă, 4.3.3). 

Demonstrám, prin reducere la absurd, că Г este o mulțime S-consistentă. 
Presupunem cá Г este  $-inc. Există aşadar formulele a, wry (astfel ca 
o*a,..., “a, єм) з Д,..,,, (astfel că n" B..." B, e w,) astfel încât: 

NU лла, ^ Д ^«^ В, ). 

Fie «=Q, л... ла, şi {= В, ^..^ В, . Aşadar, Ls-(aa 8), echivalent + ,@> £8. 
Şi deci + ,0"@30"-—8 (prin m aplicaţii ale R,) si deci },0"@> 40”. Însă din faptul 
că ofge w şi asumptia wRiw, deducem cá 0'п*@є w (prin Гетӣ, 4.3.3, dual). Iar din 
ipoteza Teoremei 9 si formula precedentă deducem cá 0/0” сє w (prin Lema 2(5),4.3.1). Iar 
din asumptia wR/w, plus o/0”@e w deducem, prin Lemd, 4.3.3, cá 0" ae w, , care laolaltă 
cu formula demonstrabilá în 5, de mai sus, 0" 2 3o" B, dá ~o” B ew, (prin Lema 2 
(5), 4.3.1), ceea ce contrazice asumptia de mai sus: о" Be w,. 

Fie acum © o mulțime de cvadrupli (i, j, k, m). Fie KE sistemul modal obţinut din X, 


plus orice număr de formule de forma 0‘o‘a@>0/0"a@, unde a este o formulă arbitrară iar 
(i, j, k,m)e Ө. 
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Definitie. Un model (W,R, V) este Ө -convergent (© -conv) dacă pentru orice 
(i, j.k,m)e e, (w, RV) este i,j,k,m-conver gent. 

Teorema 10. pU ddacá a este validă în orice model (W, RV) € -conv. 

Demonstratie. a) "Расаь, 0, atunci а este validá in orice model Ө -сопу. Presupunem 
cá „е si (W,R,V) este un model arbitrar © -conv. Prin Teorema 8 rezultă că orice teoremă 
a sistemului КӨ este validă in modelul (W,R,V) si deci şi a este validă în (W, R,V). 

b) Dacă a este validă în orice model Ө -сопу, atunci +. Prin 

Teorema 9 modelul canonic al sistemului КӨ este  -conv. Si deci dacă a este validă în orice 
model © -conv, atunci a este validă şi în modelul canonic al sistemului КӨ. De unde, prin 
Can (4.3.2) rezultă Fi. 


Teorema 11. 

1. К este reflexivă ddacă R este 0, 0, I, 0-conv. 

2. R este simetrică ddacă R este 0, 1, 0, 1-conv. 

3. R este tranzitivă ddacá R este 0, 2, 1, 0-conv. 

4. R este euclidiană ddacá R este 1, 1, 0, 1-conv. 
Demonstraţie (4). Prin Conv R este 1, 1, 0, 1-сопу ddacá 


Уууу угу, [( wR'w, ^ wR'w;) > 3w,(w, Row, ^ w,R'w, )] ddacă 
VwNV w,Vw, [(wRw, ^ wRw,)2 3w4(w, =w, ^ w,Rw,)] ddacă 
VwYw Vw, [(wRw, ^wRw,;) 2 w,Rw,] ddacá 

VwN ww, [С и, ^ wRw,) 2 w,Rw, ] ddacá R este euclidiană. 


Demonstraţie (1,2,3) — exerciţiu. 
Din Teorema 11 şi consideratiile precedente cu privire la construcția sistemelor 
modale deducem: 


Т=К+арэ р=К{(0,01,0)} 

$4=K+0p> p+oproa0 p -KXÍ(0,0.,0), 0,2,1,0)} 

B=K+Op > p+ pr р = K{(0,0,1,0),(0,1,0,1)} etc. 

Din consideratiile de mai sus cu privire la modelele canonice rezultá cá acestea 
reprezintá un instrument util pentru demonstrarea completitudinii sistemelor modale (cf. 
Teoremele 1-7, 4.3.3). Analiza centrată pe ideea convergentei, conjugată cu modelele 
canonice, ne permite derivarea teoremelor de corectitudine si completitudine pentru sistemele 
modale. Din Teoremele 10 şi 11 obținem direct aceste rezultate, adică 

Teorema 12 

l. xæ адаса a este validă în orice model. 

2. ot ddacá a este validă în orice model reflexiv. 

3. .,,€ ddacă a este validă în orice model tranzitiv. 

4F „@ ddacá a este validă în orice model reflexiv şi tranzitiv. 

5. ss% ddacă a este validă în orice model reflexiv şi euclidian. 

6.+,@ ddacă a este validă în orice model reflexiv si simetric. 

Cum a p о оор este demonstrabilă în GZ (comp. GL,, 4.1.2), rezultă cá în GL este 
demonstrabilá 0%0'a ә 0? 0%; de unde deducem, prin Teorema 9 că R, este 0, 2, 1, 0- 
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conv, adică tranzitiva. Deci modelul canonic al lui GZ este tranzitiv. R,, pentru modelul 
canonic al lui GZ, nu este însă $1 convers bine fondată. 


Exerciţii 
1. Sá se demonstreze Teorema 11 (1,2,3). 
2. Fie a o teoremă а Е, •. Fie Г o mulțime arbitrară de formule modale. Ce putem 


spune despre Г dacă Hæ Da, л..ла,) si үэ (B ^... ^ Ba), unde Œ, B, € Г? 
3. Să se demonstreze cá dacă Г este o mulțime max S$-con de formule, atunci 
а) an per ddacă сє si Ber 
b) av peT ddacá ae Г sau Ber 
с) œl BET ddacá Г sau BET 


d) al Ber ddacă ae T şi fer 


4. Să se demonstreze completitudinea sistemului modal $4.3 în raport cu orice $4.3 - 
cadru. 


4.4. Modele finite 


Ín demonstrafiile de completitudine a sistemelor modale, fácute їп 4.3.3, am utilizat 
conceptul de model canonic. Am arătat astfel cá modelele canonice au proprietatea 
remarcabilă Can potrivit căreia aceste modele valideazá toate si numai teoremele unui sistem 
modal 5 . Tot ceea ce trebuia să facem în demonstrarea completitudinii unui sistem modal era 
să arătăm că cadrul modelului canonic are toate proprietățile unui .$ -cadru arbitrar, În felul 
acesta, dacă o formulă a era S-validă, atunci ea era validă în orice $ -cadru (în acord cu 
definiția .$-validitáfii) şi deci era validă si în cadrul modelului canonic. De unde, prin Can, 
conchideam asupra demonstrabilității ei їп S. În toate aceste cazuri cadrul modelului canonic 
al lui $ este şi un cadru pentru 5. 

Definiţia 1. Un sistem modal $ se numește canonic ddacă cadrul modelului canonic 
al sistemului § este şi un cadru pentru $ ; în caz contrar se numeşte non-canonic. 

Toate sistemele modale analizate în 4.3.3 sunt sisteme canonice. Însă in logica modală 
întâlnim şi cazuri în care cadrul modelului canonic al unui sistem .$ nu este şi un cadru pentru 
S (i.e. sisteme non-canonice). Un astfel de caz este sistemul modal GC. 

Chiar dacă G£ nu este un sistem canonic, el este totuşi un sistem complet, adică orice 
formulă validă a sistemului este demonstrabilă în sistemul însuşi. Însă demonstrația acestui 
lucru n-o putem face cu ajutorul modelelor canonice, ci cu ajutorul modelelor finite. Această 
metodă de demonstraţie este valabilă şi pentru celelalte sisteme modale, analizate în 4.3.3 
(fără a fi totuşi valabilă pentru orice sistem!). 

Construcția modelului finit este similară, în multe privințe, construcției modelului 
canonic. Schematic, demonstrația completitudinii unui sistem modal § cu ajutorul modelelor 
finite se desfăşoară astfel. Trebuie să demonstrăm că dacă a este validă într-un $ -cadru finit 
arbitrar (W, К) ; echivalent: a este validă în orice model finit (W,R,V), bazat pe (W,R) 
atunci a este demonstrabilá in $, adică 

Compl Dacă є ap, С, atunci + sa, 


a’ 


unde Mfin este un model finit arbitrar (W.R,V), bazat pe un cadru arbitrar (W, R),. Însă, 
prin contrapozitie Comp/ devine, echivalent, 


269 


Dacă non-,@, atunci non |= afin @- 

Însă dacă non Е,@ (ie. a nu este o teoremă alui 5), atunci {a} este $ -consistentă 
şi deci este inclusă într-o mulțime maximal $ -consistentă Г, За c I. Cum nger iar Г 
este max §-con rezultă cá œg Г, echivalent V(a)- 0 (prin Lema 1 de mai jos) şi astfel a 
este falsă in Mfin si astfel a nu este o formulă validă in (W,R) (ie. teorema de 
completitudine). 

Asemănările dintre Mfin şi Mcan sunt evidente. Pentru a explicita complet 
deosebirile şi deci modul in care construim un Mfin vom analiza mai întâi conceptele 
aferente. 

Un model în care a este falsificabilă nu trebuie să considere toate formulele logicii 
modale (caz în care el este infinit), căci valoarea de adevăr a formulei a depinde strict de 


valorile de adevăr ale subformulelor sale, în diferite lumi, iar numărul subformulelor oricărei 
formule modale este finit. 


Fie § un sistem de logică modală propozițională iar a o formulă modală. Fie A, = (f: 
B este о subformulă а lu a). Dacă, de exemplu, a este formula 
n(p25g)2ü0(—pvO(q^-—r), atunci A,-(a(p25g)2n(—pvO(q^-r), Oprq), 
o(—pv 0(q ^r), род, ApvO(q^—r), р, д, mp, qar), q^—r , —r,r). Fie acum 
A; =A, UDB: Be A). 

Cum numárul subformulelor oricárei formule a este finit, rezultá cá existá doar un 
număr finit de mulțimi de subformule. Aşadar, A, este finită şi deci A7 este finită. 


Definiția 2. O mulțime Г de formule se numește a- § -consistentă (a- § -con) dacă 
LTUcAg 


2. Dacă T={y,,...,y,}, atunci поп t VA AAY}. 


Definiţia 3. O mulțime Г de formule se numeşte a-maximal- $ -consistentă (a-max- $ - 
con) dacă 
1. T este a- $ -con 
2. Pentru orice Be A,, fie BET, fie Be Г (a-maximalitate). 
Lema I. Dacă Г este a-max- $ -con, atunci 
1. Dacă fe A,, atunci exact unul din elementele mulțimii (8,—B) 
aparține lui Г. 
2. Dacă B 5 ye A, , atunci B > ye Г ddacă BET sau yer. 

Demonstraţie (exerciţiu) 24. 

Lema 2. Orice mulțime a - § -consistentă B с А poate fi extinsă într-o mulțime a- 
max- $ -con Г, astfel cá BCT. 

Demonstrație. Procedăm similar demonstrației Lemei 3, din 4.3.1. Adică construim 
mulțimea Г în felul următor: ordonám formulele mulțimii AZ într-un şir Д,,..., 8, şi punem 
Г, =B, iar pentru orice OSi<n construim mulțimea I5, =T, vU(B,) dacá aceasta este 
consistentă. Dacă nu, atunci Г, va fi I; U (5,,]. Apoi arătăm că Г, =Г este consistentă 
(exercițiu). 

Componentele modelului finit (W, R, V), sunt aşadar următoarele: 


^ Aceste rezultate sunt similare rezultatelor corespunzătoare din. 4.3. Singura deosebire rezidă în faptul că 
mulțimile a-max- $ -con sunt mulțimi finite de formule din Ag : 


270 


W este mulțimea (finită) a tuturor mulțimilor a-max- §-consistente. Dacă a nu este o 
formulă demonstrabilă in $ rezultă că negația ei, —0, este o formulă a -.$-con şi deci 
inclusă într-o mulțime a-max- $ -con w" si astfel W este nevidă. 


R, relaţia de accesibilitate, va fi definită în raport cu sistemul modal considerat astfel 
încât să satisfacă următoarele două condiţii: 


Cond. 1. (№, К), esteun §-cadru. 
Cond. 2. Pentru orice subformulá Be A, şi pentru orice weW: одє м 
ddacă pentru orice w° astfel că wRw', Be w'. 
V, funcţia evaluare, o definim astfel: V(p, w)=1 ddacá рє, pentru orice we W si 
pentru orice variabilă propozițională pe A,;incaz contrar p ia o valoare arbitrară. 
Presupunem acum са R a fost astfel definită încât satisface cele două condiţii. Fie 
M -(W,R,V), un model finit bazat pe cadrul (W, R),- Demonstrám in continuare o lema 


care conectează echivalent adevărul într-o lume cu apartenenţa la acea lume. 
Lema 3. Pentru orice Be A, si pentru orice we W : Be w ddacă V(B,w)=1. 


Demonstraţie. Pentru variabilele propozitionale din A, rezultatul este imediat, prin 
construcția funcției evaluare. 
Presupunem că уо бє A, si presupunem cá lema este valabilă pentru y şi 5 


(inducţie structurală). Cum 7265€A, rezultă că 7,6eA,. Întrucât in 5 sunt 
demonstrabile următoarele formule din logica propozitiilor: Xy > ó) 2 y, (уо 6)3 —ó si 
¥ 2 (Ad > -{y 3 6)), avem: yD бє w ddacá y > ó)e w ddacá ye w şi ~e w ddacă 
yew şi бем (а-тах- $-con) ddacá V(y,w)=1 si V(6,w)=0 (prin ipot. ind.) даса 
V(y 2 ó, w) 0. De aici rezultatul: y 2 бє w ddacá V(y > 8, w) =1. 

Presupunem, în fine, cá oye A, si cá lema este valabilă pentru у. Cum a ye A,, 
rezultă că ye А„. Însă prin Cond. 2 п ye A, ddacă pentru orice и astfel cá wRw', ye м“. 
Cum lema e valabilă pentru y iar ye A, rezultă că v(y, w')-1 (prin ipot. ind.). Si deci 
oye w ddacá pentru orice и‘ e W astfel cá wRw', (у, w)=1 ddacă V(a y,w)=1. 

Rezultatele de până aici arată următoarele: cum w” este o mulțime a-max- $ -con din 
W iar nge w", rezultă că æg w” şi deci, prin Lema 3, vla, w”)=0. a este deci falsă în 
modelul finit (W, R, V), şi deci a nu este validă în cadrul finit (W, А), care este un $ -cadru 


(prin Cond. 1). 

Relaţia de accesibilitate, spuneam mai sus, este relativă la sistemul modal considerat. 
Însă pentru toate sistemele ea trebuie să respecte cele două condiții specificate. 

Pentru sistemul modal K. relaţia R se defineşte astfel”: 


wRw' ddacá pentru orice a Be w, Be w', 
(echivalent: wRw' ddaca wz c w`) 


Prima condiţie este automat îndeplinită, deoarece orice cadru este un K-cadru. 
Verificarea. celei de-a doua condiţii înseamnă verificarea satisfacerii următoarelor enunturi 
conditionale: a) Dacă o f € w, atunci pentru orice м" astfel că wRw', few" (pentru orice 
Be A, şi pentru orice we W ). 


2% Pentru K, T si Ф definiţia lui R este cea din modelele canonice. 
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b) (Conversa lui a). Dacă pentru orice и" astfel са wRw', Be и”, atunci 
nie w (pentru orice Be A, şi pentru orice we W ); echivalent (prin contrapozitie): Dacă 
п few, atunci există и” astfel cà wRw' si e у" (pentru orice Be A, şi pentru orice 
we W ). 

Valabilitatea lui a) rezultă imediat din definiţia lui R. Căci din echivalenta conținută in 
definiție rezultă că dacă wRw' are loc şi o few, atunci Be м“. Acum trebuie să arătăm cá 
pe baza definiţiei lui R are loc b): Dacă п Be у, atunci există у“ astfel cá wRw si Бе у. 

Re [=(—-fB)u(y:0opew)(ie. r=(-fB)uv,) 

Г este a-K-consistentă. Căci în caz contrar, ar exista y,..,y,€ у (astfel că 
OY- 0 у, sunt toate formule de forma о y care aparțin lui w), astfel încât 

P x B ^ y, A.A) şi deci 

e OD Ss KYB 

Fx ^ ^v)2B 

Б о(ил..лу,)206; В, 

FONAN) L; К; 

Cum 0%... 0y Ew iar п Be A, rezultă cá ae w. Si deci, din presupozitia 
inconsistentei mulțimii Г am dedus п € w. Prin contrapozitie obținem aşadar demonstraţia 
consistenfei lui Г: dacă o ff € w, atunci Гс Az este a- К -consistentá. Însă prin Lema 2 
există o mulțime a-max- $ -con у”, astfel încât Г cw" şi cum ^ Be и” rezultă că BE w’. 

Definiţia relației R pentru sistemul modal Т : la fel ca pentru sistemul K . Trebuie să 
verificám doar că definiţia lui R satisface prima condiție, adică (W, К), este un T -cadru (i.e. 


un cadru reflexiv), adică R este o relaţie reflexivă pe W. Trebuie să arătăm aşadar că pentru 
orice we W şi п Be м : йасап few, atunci Be w, echivalent wp c у. Însă întrucât 


Еа > B „rezultă că dacă o Be w, atunci Be w. 


Remarcă. Dacă a nu confine nici un operator modal, atunci, evident, a nu contine nici 
o formulă de forma Of, caz în care mulțimea w, este vidă şi deci wp C у. Faptul că и, c w 


are loc îl putem argumenta astfel. Presupunem că w,¢ w. În acest caz există o formulă 
Be A, astfel încât o Be w dar Be w. Cum fie у rezultă cá ^ Be w. Aşadar, (07,—f) 
cw. Însă atunci w este a-T -inconsistentă, căci ^,0 5 2 Д, echivalent F T:00B8vB, 
echivalent n (n^). 

Definiţia relației R pentru sistemul modal Ф: la fel ca pentru sistemul K. De data 
aceasta însă trebuie să verificám că (w, R), este un Ф -cadru, adică К este o relaţie serială pe 


W. Reamintim cá Ё se numeste serialá pe W даса pentru orice we W existá w' e W astfel cá 


wRw'. Demonstrația faptului cá R este serială o facem prin reductio ad absurdum. 
Presupunem că R nu este serială. Există aşadar we W , astfel cá nu există пісі о lume 


w' e И astfel cá wRw' (ie. w, см"). Vom arăta cá în acest caz şi w este inconsistentă. 
Faptul cá nu există nici o lume м" astfel са wRw' (i.e. wp w°) este echivalent cu asertarea 


inconsistenjei mulțimii wg. Există aşadar formule n f,,...,0 8, e w astfel încât 


1. Fe, A.A B,) şi deci 
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2. = 0B, л... ^ Й„) ; prin regula necesitării N 
3. FOX ^.^ B,) S 0 (B, ^... ^ B, ); prin AxD si Subst 
4. F 0B, ^.^ Д,); 2, 3 MP 
5. 5, 3 0(B ^... ^ B,); 4 Intersch 
6.", (0A ^. ^05); 5, К; 
Însă {0 4,,....0 B, ) с w, ceea ce face w inconsistentă. De unde conchidem cà R este 
serialà. 


Definiţia relaţiei R pentru sistemul modal 'K4 . Atunci când am arătat cà în sistemul 
K4 relația R este tranzitivă ne-am prevalat de axioma 4, astfel: dacă п fe у, atunci prin ax. 
4 (o p > oop) şi Subst am dedus că oo fe w şi deci dacă wRw' , atunci o fe w' iar dacă 
w'Rw", atunci Be w" şi deci dacă o fe w, atunci Be w” si deci wRw" (deci R este 
tranzitivă) (cf. 4.3.3). Această deducție însă nu mai este valabilă aici. Explicaţia este simplă: 
din faptul că п Be A, nu rezultă că oo Be A,. Motiv pentru care va trebui să introducem о 
definiție adecvată a relației R în aşa fel încât R să fie tranzitivă. Definiţia este următoarea: 

wRw' ddacă pentru orice a Be w: of, Bew 

Astfel definită relația R este în mod clar tranzitivă. Deci Cond. 1 este satisfăcută. 

Aşadar, (W,R), este un Җ4 -cadru. 


Arătăm acum cà К satisface si Cond. 2. Avem de demonstrat, aşadar, cele două 
conditionale: 


a) Pentru orice formulă fe A, si pentru orice we W : Dacă o f € w, atunci pentru 
orice и“ e W ,astfel cà wRw' , avem fe w. Însă acest lucru rezultă direct din def. lui R. 
b) Pentru orice formulă fe A, si pentru orice we W: Dacă pentru orice w EW, 
astfel cà wRw', Bew, atunci ofew. Echivalent (prin contrapozitie): Dacă o Be у, 
atunci există w' e W , astfel cà wRw' si Be и". 
Demonstraţie. Presupunem că о дє w. Vom arăta că in acest caz că Jew”. 
Fie acum mulțimea F={ ju (у: оує ж} о (оу:оує м}. Arătăm mai întâi că 
Г este a- K4 -con. Presupunem cá T nu este a- K4 -con. Atunci: 
L yy 0B ^Y, A ANY ADY, A. ADY, ), adică 
FOL Ac A Ya ADH A ADY, VA +1, L, 
UR ^-^ AY, ADY, ^-AUY,)2 В; 2, L, 
DU. AWAY, ADY, A..AY,) 200; 3, В, 
ie (OY, A... ^O Y, ADDV ^-^ Un Y.) 203; 4, К; 
p [GC 9, ^... ^ AIN (By, л...лоу, )] 2 06; 5, К; 
Ky [BO ^ ^ Y, )^ (DB, л...лооу, )] 208; 6, К; 
Fy OCA A AY) S DO( y A лу, ); din 4 
„р ла)> rl^(p > > (p 27) L, 
10. р. „оил... ^Y,)2 08; 7, 8, 9, prin subst: p/( y, ^... AY) 
ааа у, ^... A UO y, , rlaf 
ll. ig (DH ^^y, )20/,10, К; 


© 9 x с f ё ымы 
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Fiindcă 0Y,,...,07, sunt toate formule din w, rezultă că si п € у. Aşadar, din 
presupozitia inconsistentei mulțimii Г a rezultat одє у. De unde, prin contrapozitie, 
obținem: dacă 0 её w atunci Г este a- КА -con. Si deci este inclusă într-o mulțime a-max- 


Ка -соп w’. Întrucât ^e Г, rezultă ci 2e w' şi deci few. 


Definirea relaţiei R pentru sistemul modal 54 : este aceeaşi ca pentru sistemul 'K4 . Va 
trebui să arătăm са R este reflexivă pe W, adică (и, к) este un §4-cadru. Cum $4 - 7 +4, 


argumentul reflexivitafii lui R, dat pentru sistemul T , este valabil şi aici. 


Definirea relaţiei R pentru sistemul modal В: 
wRw' ddacá pentru orice ofew, Вє w'si pentru orice afie м", B e w, 
(echivalent w, Cw’ şi w3 Cw). 
Reflexivitatea si simetria relatiei R sunt evidente, agadar (w, R) este un B-cadru. 
Trebuie să arătăm că R satisface si Cond. 2. Vom proceda similar cazurilor precedente. 
a) Pentru orice Be A, si pentru orice we W : Dacă ne w, atunci pentru orice 
w'e W , astfel cà wRw', Sew”. Aceasta rezultă imediat din definiţia lui R. 
b) Dacă o е w, atunci există у" astfel că wRw' si Йё м". 
Presupunem cà D J £ w. Fie acum mulțimea l'-(2g)u(y:nyew)u(406:-óew) 
astfel încât ode A,. Vom arăta că F este o mulțime a- 8-con. Presupunem contrariul. 


Aşadar, l. E (gay, Am AY, л-ъаб, ^... AND 6, ), respectiv 
2. FWA. AY, A08, A..A70 6, )> B51, L, 
3. Foy, A... AY, A706, A... AD 6,,) D 02; 2, R, 
4. E [GC 9, ^... ^ Y, JAA( 706, A...A706, )] >of; 3, К, 
5. 91007 л. AY) anng л... ло-00,)] 2 Of; 4, К; 
6. ә P 200р; В 
7. CV ô, 20076, ; 6 pl -5ó, 
8. anô, 20-700,; 7, Intersch 
9. 4 (36 ^. ^6,)2 07306, A...A0706,; 8, L, 


10. c, p ^a) 2 r]AG 2 9) (рл) а]; L, 

11. Fa [BC ^ ^Y,)^C20 ^. ^06,)) 20/; 5, 9, prin 10, 
pla(y, ^... AY, ), 410-00 ^..An-06, , TAB, sin д, ^... ^3 д„, MP 

12. Fa (OW A.. ADY, AT, ^. ^30,)2 Of; 11 К; 

Fiindcă Dy,.,0y,, nô,- n, Ew, rezultă cà Dfew. Aşadar, din 
presupozitia inconsistentei lui Г am obținut o дє w. De unde, prin contrapozifie, rezultă са 
dacă о дє w atunci Г este æ- B-consistentă. De unde, prin Lema 2, Г poate fi extinsă într-o 
mulțime a-max- B-consistentă м“. Însă, cum —fBeT, rezultă сї fle w' si deci flew. 


Mai mult, dacă Oye w, atunci ye у". 


Pentru sistemul modal $5 R se defineşte astfel: 
wRw' ddacápentru orice 08: a fe wddacdu few 
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Din definiţie rezultă cá R este o relație de echivalență. Va trebui să arătăm că R 
satisface si Cond. 2, respectiv: 


a) Dacă o fe w, atunci pentru orice w' astfel că wRw', Be w'. 
Presupunem cá о fe w. Atunci dacă wRw' avem о fe w' (din def. іш R). Cum $5 este о 
extensie proprie a sistemului Т, formula D 3 > J este o teoremă a lui 55. 51 deci Be w`. 

b) Dacă pentru orice w' astfel că wRw', Be w' atunci п дє у. Echivalent: Dacă 
O B € w, atunci există w' astfel cà wRw' si few. 

Presupunem cá одем. Fie [r=(-f)ulav:avew)ul—06:—06evw). 
Mulțimea F este a- §5-consistenta, căci, în caz contrar 

lb, 3 (OB лоу ^ ADY, ^00 ^. ^306,), unde OYn.. D, 

sunt toate formulele de forma пу din w iar 406,,..,700,, sunt toate formulele de forma 
—06 din w, si deci 
‚Кул (DY, ^ ADY, ARDE, ^. ^06, ) v 0B; 1, L, 
Fs (D, ^ ADY A706, A...A706,) > д; 2, L, 
yy ооу л... ADY, A706, A...A706, )D 0f; 3, К, 
‚кв (00% A... ^ Da Y, AD BDÓ ^. ^ D0306,) 2 08; 4, K}, Inloc 
‚Буп y 2 an y; cf. exercițiul 1 ($5), 4.1. 
. E59 6 2006; din Ax5, Subst 
‚в„9- ёэс0-8;7, 0136 
k 72062006; 8, Intersch 


Ww 0 з} с ыл Ro ш м 


10. Р, (оу A... ADY, ATG, л... A706, )2 пй, 3, 4, 5 prin 7, 9, L,, 
MP 
De unde deducem o fe w. Aşadar, dacă 0 дє w, F este o mulțime a- 5, -соп. Si deci 


există o mulțime a-max- §,-con и”, astfel cá F c w'. Cum ^ few rezultă cá few. 
Mai mult, cum Гс м“ contine toate formulele DA,...,U у, rezultă cá dacă ove у, 
atunci oye и“. lar dacă обєм“, atunci обє у (căci in caz contrar Od¢w şi deci 


—06e w şi deci w' ar fi inconsistentă, căci ~o óe iar Гс и“. Si deci wRw' are loc. 


În fine, pentru sistemul modal GL R se defineşte astfel: 


wRw' ddacă pentru n Be w: о Вє м", Bew si existăn6ew' astfel ca -06e w 


Verificarea primei condiții: R este tranzitivă. Presupunem wRw, şi w,Rw,. Dacă 
оує у, atunci OYE w, şi deci пує w, şi Yew,. Cum wRw, rezultă cá pentru ode у, 
—06e и; cum w,Rw, rezultă cá od є w, si deci wRw, are loc. 

R este ireflexivă, căci dacă wRw, atunci pentru об vom avea anóe w gi обє у, 
adică w ar fi inconsistentă. Așadar, R este ireflexivă și tranzitivă şi deci cadrul (W, R) este 
finit, ireflexiv şi tranzitiv. Însă (и, к) este GL -cadru ddacă (W,R) este tranzitiv si convers 
bine-fondat (Teorema 4, 4.2.3). Trebuie sá mai arátám cá orice cadru finit, ireflexiv si 
tranzitiv este un cadru tranzitiv si convers bine-fondat. Mai exact, daca (W, R) este finit $1 
tranzitiv atunci ireflexivitatea este co-extensivá cu convers bine-fondat. 
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Lema 4. Dacă (w, R) este finit şi tranzitiv, atunci: (W, R) este ireflexiv ddacá (и, к) 
este convers bine-fondat. І 

Din faptul că А este convers bine-fondată rezultă imediat са А este ireflexivă. Căci 
dacă R ar fi reflexivă, ie. wRw, atunci (v) este o multime nevidà din W fara cel mai mare R- 
element. Таг dacă R este ireflexivă, atunci pentru orice sir de elemente w,,...,w, din W astfel 
că w,Rw;, (pentru orice i<n), dacă i<j, atunci x, # x, (căci în caz contrar x, = х, şi deci 
x,Rx, are loc si deci R ar fi reflexiva). 

Trebuie să arătăm са dacă R este ireflexivă, atunci R este convers bine-fondata. 
Presupunem, sub asumpfia cá (W,R) este finit, cà R este ireflexivà gi nu este convers bine- 
fondată. Fie [CW o mulţime nevidă Г fără cel mai mare R-element, echivalent Vwe Г 


3wieD:wRw' (comp. Def. 4, 4.2.3.). Si deci pentru orice n>0 există un sir de elemente 
Wj,..,W, ale lui Г astfel са w,Rw;,, (pentru orice i«n). Si deci pentru orice n>0 mulţimea 


Tec № are cel putin n elemente. Aşadar, W este infinită, ceea ce contrazice asumpftia lemei. 
Si deci (W, R) este un cadru pentru GL. 


Verificarea Cond. 2. 
a) Dacă o Be w, atunci pentru orice и” astfel cá wRw', Be w' (rezultat imediat). 
b) Dacă o f € w, atunci există w* astfel cà wRw' si Je w’. 
Fie acum mulțimea Il'-(0/7,5g ju (py:Gayew]u( y:aye м). Dacă Г ar fi a- 
СЕ -inc, atunci 
1. FM A. ADY, AY AC ^Y A DBA mB); 
2. (ЕЛ Au ADM AY ANAN Ya) y (BB) L, 
3. po y A ADY, AW AAT) (082 Йй); І, 
4. Fo y Aw ADV, AY, л... AY) > Un) 3, В, 
S.F ge [OBCA ^ AY, AWK A.A, 1D 006201); 4, L,, К; 
6. сео р 200p; GL, 
7. Fa (paa) > r12l(p2 4) > (p 27); L, 
8. FE, OCA, ^^ ya) 2 (Of 2 By 7 ploy, ^ AY) 
gl aa y, ^. л У„), rla(aft2 By; 5, 6, Subst, MP 
9. a" o(of 2f) > of; W, pl B 
10. te (p24)2[(a2 r) 35(p2 7); L, 
11. ои ^-^ Ya) D DA; 8, 9, 10 Subst, MP 
12. - 4 (YA... ^D y,)2 o; 11, К; 
13. F3 (07 ^... ^a, ADA); 12 L, 


Însă toate aceste formule: о Ye 0%, uf sunt formule din w şi astfel w ar fi ea 
însăşi inconsistentă. Cum Г este o mulţime 0- СС -соп rezultă că există o mulțime a-max- 


GL-con w' astfel că Te и”. Cum —Дє Г rezultă că fe и” şi deci few. 
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Definiţia 4. Un sistem logic § (modal sau nu) se numește decidabil ddacă există un 
procedeu efectiv prin care pentru orice formulá a să se poată determina, într-un număr finit 
de paşi, dacă a este sau nu o teoremă a lui $. 


Demonstratiile de completitudine a sistemelor modale avute in vedere mai sus au 
arătat cá toale aceste sisteme sunt decidabile. Într-adevăr, modelele finite constituie un 
instrument util în a decide dacă a este sau nu o teoremă a unui sistem specificat. Pentru 
aceasta este suficient să considerăm cele n subformule ale lui a și să construim cele 2" 


mulțimi a-consistente de formule (Numărul acestor mulțimi este cel mult 2", pentru că nici o 
mulțime nu va contine atât o subformulă a lui a cât şi negația ei). Dacă a nu este o teoremă a 


lui §, atunci există un model finit (w, RV). bazat pe un $ -cadru (w, R), în care a este 
falsă. W va contine toate cele 2" mulțimi a- $ -max-con, R este definită în raport cu sistemul 
considerat, iar V este funcţia evaluare astfel cá V(p,m)=1 ddacă p este o variabilă din a. a va 
fi o teoremă a lui § ddacă a este validă în orice (w, R) > ie. a este validă în orice model 
(W, R, V), bazat pe cadrul (W, К) . Cum există un procedeu de construire a tuturor acestor 


modele pe baza formulei a (numărul lor fiind finit) si de verificare a validității lui a în fiecare 
model finit, rezultă că § este un sistem decidabil. 


Incompletitudinea sistemului KH 

Sistemul modal KH este format din sistemul modal X, plus axioma specifică, Н: 
D(n p = p) 2 пр. Spre deosebire de sistemele mai sus investigate, acesta este unul incomplet 
(i.e. există o formulă KH -validă şi care nu este teoremă a sistemului KH). 

Lema 1. Dacă H: 0(0 p = p)> ор este validă într-un cadru arbitrar (w, R), atunci 
4: п p Doop este validă în (w, R). 

Demonstrație. (contrapozifie) 

Cum 4 este validă în orice cadru tranzitiv, nevaliditatea formulei 4 implică existența 
w, w, m € W astfel cà wRw,, у, Ви, şi поп w,Rw,. 

Construim, din W, două clase distincte, după cum există sau nu un R-lant de la o lume 
weW la w,. În primul caz vom pune V(p,w)=0 iar în cel de-al doilea V(p,w)=1. 
Considerăm, aşadar, distinct cele două cazuri: " 

a) Fie aşadar we W astfel încât există un R-lant la w,. In afara cazului in care 
w= w, dacă w se află pe R-lantul ce duce la w,, există и” pe acelaşi lant care duce de la w 
la w,. Şi astfel, V(p, w)=0 si V(p, и" )=0; de unde V(Op,w)- 0. $i astfel Vio p = p,w) =1. 

b) Presupunem acum cá nu existá un asemenea lant de la w la w,. Si deci nu existá 
nici un R-lant dela w* la w,, unde w^ este o lume aflată pe R-lantul de la w la м“. În acest 
fel, V(p,w) 1 si V(p,w')-1. Si astfel, V(ap,w) 21 si Vn p= p,w)=1. 

Si deci V(n p = p,w)=1 pentru orice we W (cu excepția posibilă a lui w, ). Însă non 
w Rw, si astfel Wüpzp,w)-1 pentru orice w astfel cà wRw. Si astfel 
Va(o p=p),w,)=1. Însă din w,Rw, deducem V(p,w,)=0. lar din w,Rw, deducem 
V(a p, w, )=0. Si deci, V(H, w,) - 0. Si deci ca H să fie valida, (W, R) trebuie să fie tranzitiv. 


Inainte de a demonstra următoarea lemă, facem o mențiune importantă. Până acum am 
operat cu conceptul validității într-un model, ca adevăr în toate lumile modelului. Utilizarea 
unui asemenea concept necesită însă precauție, deoarece din faptul că o formulă este valida, 
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într-un model specificat, nu rezultă că orice formulă obţinută din această formulă în sistemul 
modal X, este neaparat validă. Este adevărat, MP şi N conservă validitatea în modelul 


respectiv, nu însă şi Subst. Să dăm un exemplu. Fie M =(W,R,V),in саге W = (w,,w,), are 
loc wRw, şi non w,Rw, (i=1,2 „У( р,м)= 1, V(p, w,)zl. Їп acest model, e usor de уйти, 
formula р 2 Op este una validă, adică adevărată în ambele lumi. Însă, dacă în acest model, 
pentru o variabilă д avem V(q,w,)=1 si V(g,w,)=0, atunci V(0q, и) 20, căci non w Rw, si 
w,Rw, iar V(q, э) = 0. Si astfel, V( q 2 04, w, ) - 0 si deci formula este nevalidă. 

Insá, даса orice exemplificare a unei formule (i.e. orice formula obtinuta din formula 
respecti và prin aplicarea Subst) este valida intr-un model, atunci validitatea ei se conserva in 
orice aplicare a celor trei reguli in sistemul K. Acest concept al validității într-un model îl 
avem în vedere în demonstrarea lemei de mai jos. 


Lema 2. 4:0 р DDDp nu este teoremă a sistemului КИ. 

Trebuie, aşadar, construit un model (ку) їп care 1) 4 nu este validà (ie. nu orice 
exemplificare a formulei 4 este valida) si 2) Н este valida (i.e. orice exemplificare a lui Н este 
validà). 

Demonstraţie. 

Fie (W,R,V) următorul model: 

W-NUN' unde N este mulțimea numerelor naturale iar № este o copie a ei: 
OR 

R este definită astfel: pentru n, тє М, nRm ddacă n > m. 

pentru n*,m* e №, n'Rm' ddacă п<т+1 
pentru me N, n e N", n'Rm 

v(p.o')- 0, V(p,w)=1 pentru orice w #0". 

Pentru a demonstra Lema 2 este suficient să arătăm cà în modelul de mai sus orice 
exemplificare a axiomei Н este valida iar 4 nu este valida. 


1. V(4,2")=0 

Din 17К0' si v(po')-0 rezultă V(n pl')-0. lar din 2' RI" rezultă (оор, 2") 20. 
Însă non 2' КО" si deci V(p,w)=1 pentru orice w astfel cà 2'Rw. Si astfel V(ap,2' )-1. 
Aşadar, Vo p> оор, 2°) - 0. 

Pentru demonstrarea validității axiomei Н vom introduce mai întâi câteva concepte. 

Fie @ o formulă arbitrară. Prin о] vom intelege multimea tuturor lumilor posibile in 
care @ este adeváratà. Simbolic: lo] = (we W :V(«, w)=1). O mulțime X cW este cofinită 
ddacă W-X este finită. 


Lema 3. Pentru orice formulă a la] este finită sau cofinită. 

Demonstraţie (inducție structurală) 

1. @ este o variabilă propozițională. În acest caz lo] -w-t] şi deci lo] este 
cofinita. 

2. sa. Dacă la este finită, atunci jal este cofinită, si reciproc. 
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3. а> В. Echivalent 5a v £. Însă |o v Д|=|-а|о|Д|. Dacă |5o| si |Д] sunt 
finite, atunci I-a|ul5| este finită. Dacă una din mulțimi este cofinită, atunci l-a] Ж езге 
cofinita. 

4. па. a) Presupunem că există ne N astfel că V(a@,n)=0. Dacă we N si w >n, 
sau dacă we №, И(о с, м) = 0 şi astfel ln arl este finită. 

b) Presupunem că pentru orice ne N, V(@,n)=1. În acest caz |o] nu este 
finită. Este deci cofinită. Există deci un cel mai mare n" pentru care vla, л") 0 (deoarece 


Q este adevărată pentru orice ne N). Si deci Voa,w)=1 pentru w=m' cu m > ntl şi 
pentru orice we N. Si astfel lo q | este cofinita. 


2. Н este validă in (W, R,V). 

Demonstrajie. Trebuie arătat, aşadar, că orice exemplificare a formulei Н este 
adevărată în (W, RV). Adică о(оа = а) > оа este adevărată în modelul considerat, unde 
a este o formulă arbitrară. 

1. Presupunem că există ne N astfel încât V(a,n)=0 (Căci dacă V(a,w)=1 pentru 
orice we W , atunci V(Da&,w) =1 pentru orice we W şi deci rezultatul are loc). Fie acest n 
cel mai mic număr astfel că V(@,n) - 0. În acest caz pentru orice т < n, V(a,m)=1 şi astfel 
V(aa,m) =1 pentru orice m <n. Si deci orice exemplificare a lui H este adevărată în toate 
aceste lumi. Fiindcă V(a,n)=0 şi V(oa,n)=1 vom avea V(oa=a,n) =0. Şi deci dacă 
we N şi w > n sau dacă we №, V(a(pa=a),w) =0. Si deci orice exemplificare a 


formulei H este de asemenea adevărată în aceste lumi (implicatie cu antecedent fals). Şi astfel 
H este validă pentru acest caz. 


2. Presupunem că V(a,n)=1 pentru orice ne У. Si deci la] nu este finitá, este deci 


cofinită (Lema 3). Si deci trebuie să existe un cel mai mare n° e № astfel cà vla, n )= 0. 
Însă în acest caz pentru orice m > n +1, V(nà ,m')- 1 şi pentru orice me N, V(na m) = 1. 
Si deci orice exemplificare a formulei H este adevărată în aceste lumi. Însă 
Voa,(n+1))=0 si Vla,(n+1))=1. Si astfel voa=a,(n+1))=0. Si deci pentru orice 
т<п+1 vom avea Мо (oa=a),m') =0. Si deci orice exemplificare a formulei Н va fi 
adevărată în toate aceste lumi. 

Aşa cum am văzut în 4.1 şi 4.2 conceptul demonstrabilitátii şi cel al validității sunt 
relative la sistemele modale considerate, respectiv sunt relative la clase C de cadre (и, к) ; 
Таг dacă un sistem .$ este atât corect cât si complet ín raport cu clasa respectivă de cadre, i.e. 
daca echivalenta H ,€ ddacă Р.а аге loc, atunci уот spune cá .$ este caracterizat de clasa 
respectivá. Echivalent, teoremele lui .$ sunt exact formulele valide in orice cadru din C. 
Evident, un sistem modal este complet dacă există o clasă C de cadre care-l caracterizează, în 
caz contrar este incomplet. 

Incompletitudinea sistemului K rezultă din cele două leme de mai sus. Căci H este 
o teoremă a sistemului KH (i.e. axioma specifică) şi deci este o formulă validă a sistemului. 
Prin Lema 1, 4 este de asemenea KH -validă. Însă, prin Lema 2, 4 nu este o teoremă a 
sistemului ҖИ. Si deci echivalenta Кл à баса Е. nu are loc. Si deci KH nu este 


caracterizat de clasa C de cadre, fiind deci un sistem modal incomplet. 
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Remarcá 1. Sistemul caracterizat de clasa tuturor cadrelor pentru KH este sistemul 


GL. 


Prin cele două demonstrații conchidem că dacă C este clasa cadrelor pentru KH , 
atunci aa ddacă њ,0/. Căci dacă 5,0, atuncit4,,,,@ şi fiindcă orice cadru (W.R)e С 
este un cadru pentru KH + 4, prin echivalenta caracterizabilitatii œ este C -validă. Dacă non 
Du , atunci din completitudinea sistemului GZ deducem са @ nu este valida pe vreun cadru 


pentru G&L. lar fiindcă GL contine W , un cadru pentru G£ este şi un cadru pentru KH si 
deci @ nu este C -validà. 

Remarcá 2. În acord cu definiția proprietății “modelului finit", un sistem 5 аге această 
proprietate dacă atât corectitudinea cât şi completitudinea lui pot fi definite în raport cu o 
clasă finită C de cadre. Si deci C caracterizează 5. 

Din perspectiva modelelor finite, dacă un sistem $ este caracterizat de vreo clasă de 
modele finite, atunci .$ este caracterizat si de o clasă de cadre finite. Si deci dacă un sistem 
este incomplet (e.g. KH ), în sensul că nu există nici o clasă C de cadre care-l caracterizează, 
atunci sistemul respectiv n-are proprietatea “modelului finit” (indiferent dacă această 
proprietate este definită în termenii modelelor sau cadrelor)'5. 

Remarcá 3. (Completitudine, incompletitudine, caracterizabilitate). Asa cum am vazut 
mai sus (4.2.3), un important rezultat cu referire la cadrele sistemelor modale, 7 de exemplu, 
este dat de următoarea echivalen{a: 


Echival (WR) este un cadru pentru 7 ddacă (WR) este reflexiv. 
Ceea ce Înseamnă: a) Dacă (W,R) este reflexiv, atunci (WR) este un cadru pentru Т. 


b) Dacă (W,R) este un cadru pentru 7, atunci (W,R) este reflexiv. 


a) se poate uşor obține din teorema corectitudinii sistemului 7 , potrivit căreia orice teoremă a 
lui 7 este validă pe orice cadru reflexiv, echivalent, orice cadru reflexiv este un cadru pentru 
T. 
b) este demonstratia Th. 1, 4.2.3. 

Această Echival nu trebuie însă identificată cu echivalenta extensională conținută in 
Eq +,@ ddacă FE, unde C este clasa tuturor cadrelor reflexive, si care este asertarea 
simultanà a corectitudinii si completitudinii sistemului 7. Din Eq conchidem, їп acord cu 
definiția caracterizabilitatii, că Т este caracterizat de clasa tuturor cadrelor reflexive. Însă 
din Eq nu putem deduce Echival. Căci, aşa cum am văzut în 4.4 sistemul axiomatic Т este 
caracterizat de clasa tuturor cadrelor reflexive finite. Însă T este caracterizat si de clasa care 
conţine cadrul modelului canonic pentru 7 (cf. 4.3.3). Însă cele două clase nu au nici un 
element comun. În principiu vorbind, din faptul că T este caracterizat de clasa tuturor 
cadrelor reflexive nu putem conchide că 7 nu poate fi caracterizat de vreo clasă care contine 
vreun Cadru nereflexiv. Doar Echival elimină această posibilitate. În fond, Echival şi 
caracterizabilitatea unui sistem .$ de vreo clasă C de cadre sunt lucruri distincte. Cu referire 
la Т, Echival asertează că clasa tuturor cadrelor pentru Т este clasa tuturor cadrelor 
reflexive, idee care, evident, se bazează pe asumpfia: există o clasăC de cadre care 


caracterizează Т. Însă verificarea acestei asumpfii reclamă un alt aparat conceptual decât cel 
conținut în Echival. 


2 Ceea се nu înseamnă că dacă sistemul este complet, i.e. este caracterizat de vreo clasă C de cadre, atunci el 


are proprietatea “modelului finit” (comp. sistemul Mk, = T + M, (оор 2 o4) 2 (n p 2 4)). 
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Exemplu. Prin Remarcă 1, am văzut, sistemul caracterizat de clasa tuturor cadrelor 
рети "Г este sistemul GL (KH +4). Am văzut, de asemenea, că un cadru (W,R) este un 


Cadru pentru ҖИ ddacă (WR) este un cadm pentru GL (ie. Echival pentru KH ). Aceasta 


nu înseamnă însă că sistemul KH este caracterizat de clasa tuturor acestor cadre, deoarece în 
KH formula d este validă, fără a fi însă şi teoremă a acestui sistem. 
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Capitolul 5 


Logica modală a predicatelor (х, =) 


5.1. Preliminar! 


Elaborarea unei logici modale a predicatelor este o sarcina dificila. Aceasta pentru ca 
nici simpla adăugare a logicii nemodale a predicatelor la o logică modalà propozițională, nici 
adăugarea unor logici nemodale alternative nu conduc la o teorie formală complet adecvată 
unei semantici intuitive. Mai mult, fiecare din aceste construcţii prezintă, în grade diferite, 
dezavantaje din punct de vedere formal. Semnalăm, în cele ce urmează, câteva din 
dificultățile construirii unei Ёр =. 

Calea cea mai simplă a edificării unei logici modale a predicatelor o reprezintă 
adăugarea aparatului formal al logicii predicatelor (£p), cu sau fără identitate, la o logică 
modală propozițională. Cum in 2р cu identitate, de exemplu, identitatea d=d este 
demonstrabilă, prin generalizarea existenţială (3-Gen) deducem 3x(x- d). lar dacă prin 
constanta "d" înțelegem “Pegas”, atunci in £p cu identitate putem deriva existența calului 
înaripat “Pegas”. Sursa acestei derivări ilicite o reprezintă faptul că în semantica f£, orice 
constantă are ca denotat (i.e. se referă la) un obiect din domeniul Q al cuantificării. Nici 
încercările alternative de eliminare a anomaliilor de acest gen, pentru termenii care nu denotă, 
apelând la teoria russeliană a descriptiilor, nu conduc la soluții satisfăcătoare”. 

Mai mult, identitatea, din £, cu identitate, fundamentează regula substitutiei 
termenilor identici în orice context extensional. Construcția unor logici intensionale face ca 


aplicațiile acestei reguli să fie drastic limitate. În caz contrar, se obțin derivări nevalide de 
următorul gen: 

K. Gödel este descoperitorul fenomenului incompletitudinii. 

Ionescu vrea să ştie dacă K. Gödel este descoperitorul fenomenului 


incompletitudinii. 


Ionescu vrea să ştie dacă K. Gödel este K. Gödel. 
La fel de ugor putem construi alte exemple de derivári nevalide dacă în locul expresiei 


intensionale “Jonescu vrea să ştie” vom pune expresia intensională "Este necesar că”. 
Nici soluția ad hoc a limitării substitufiei la formule elementare (e.g. 4 =t, = 


P(t,)> P(t,) ) nu este o soluţie, deoarece ea пісі nu este eficientă pentru £, cu identitate (în 


care aplicarea substitutiei este universală) şi nici nu validează în toate cazurile substituirea 
termenilor identici aflați în domeniul unor operatori intensionali. 


! Cititorul nefamiliarizat cu limbajul logicii modale a predicatelor poate omite acest Preliminar. Toate 
explicaţiile necesare înţelegerii acestui capitol sunt date în paragrafele aferente, independent de cele prezentate 
aici. А 

? Comp. S. Kripke, Naming and Necessity in D. Davidson, С. Harman (eds), Semantics of Natural Language, 
Reidel, Dordrecht, 1972. 
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Alte dificultáti legate de elaborarea /ъ° au ca sursá discutiile cu privire la peste ce 
anume se cuantificá, altfel spus, diferentele dintre semanticile acestor logici cu privire la 
domeniul cuantificdrii. Unele sisteme modale cuantifică peste obiecte, altele peste ceea ce 
Carnap numea concepte individuale’. Iar alegerea domeniulvi are consecințe notabile, atât 
intuitive cát si formale. Să vedem, pe scurt, acest lucru. 

Presupunem, în cele ce urmează, că o logică modală a predicatelor se obține dintr-o 
logică modală propozițională la care se adaugă logica (nemodală) a predicatelor cu identitate“. 
Limbajul acesteia din urmă confine simboluri pentru predicate n-adice (cu n21 finit), 
simboluri pentru termeni (în care cele pentru variabile individuale sunt infinit de multe), 
simbolul identității “ = “, şi simbolul pentru cuantificatorul universal “ V". Pentru un domeniu 
specificat Q (nevid) extensiunile termenilor şi predicatelor sunt cele din £p prin funcțiile 
1,4 (ie. extensiunea unui termen t este ‘є © iar a unui predicat P(t,....,t,) este P? cO. 

Un y(Q) model pentru limbajul acestei logici este un cvintuplu (W, К, Q, y(Q),2), în 
care W este o multime de indici (multimea lumilor posibile), R o relatie binara definita pe W 
(relaţia de accesibilitate), О o mulțime nevidă de elemente (obiecte) numită domeniu, y(9) 
este o funcție care determină domeniul cuantificării iar z este funcţia interpretare, care 
asigneazá termenilor (funcţii şi constante) şi predicatelor limbajului speci ficat intensiunile lor 
(în raport cu W şi О). Intensiunea unei expresii (termen, predicat) este extensiunea 
specificată în raport си o lume posibilă. Altfel spus, intensiunea este o funcţie de la W la О. 

Acest aparat formal este suficient pentru exemplificarea diferențelor dintre sisteme de 
logică modală a predicatelor în raport cu domeniul cuantificării. Să ne oprim mai întâi la 
primul caz, respectiv la sisteme modale care cuantifică peste obiecte (i.e. cuantifică 
obiectual). Două astfel de sisteme sunt elaborate de Kripke, în studiul său classic despre 
cuantificare în logica modală ?. În ambele sisteme tennenii sunt designatori rigizi, adică 
extensiunile lor sunt aceleaşi în toate lumile posibile. Altfel spus, intensiunile lor sunt funcţii 
constante. 

Rig qu = н у. ‚ pentru orice w,w' e W 

Un y(Q)-model pentru unui din aceste sisteme (fie el Krl) este cvintuplul 
(W,R,Q, Krl, 2) „unde v(Q) = Krl = ©, funcţiile z şi 4 satisfac clauza Rig iar clauza pentru 
cuantificatorul universal este 

VKrl [ухо] =1 ddacá [e]; =1, pentru oricare asignare v x-variantă a 
asignării р în О. 

Sistemul modal K7l este elegant din punct de vedere formal. Cum un astfel de sistem 
se poate construi dintr-un sistem .$de logică modală propozițională adăugând f£, cu 
identitate, Rig şi formula Barcan (Bar: Vxo à э оуха) o dată demonstrată completitudinea 
lui 5 în raport cu S-cadrele specificate, completitudinea acestui sistem rezultă din 
completitudinea lui 5. (În paragraful următor vom considera un sistem similar, prezentând 
integral demonstrațiile aferente). Cu toate acestea, semantica expresiilor cuantificate, proprie 
acestui sistem, este inadecvată în raport cu cea a limbajului natural. Să dăm un singur 
exemplu. Din x= x, teoremă a £p cu identitate, obținem 3y(y =x) (ріп 3-Gen), apoi 
o3 ys x) (prin N) si deci Vxo3y(y- x) (prin generalizare universală, V -Gen). Această 


3 CER. Carnap, Meaning and Necessity, Chicago UP, 1947. Comp. si R. Montague, Formal Philosophy, Yale 
U. P., 1974, Cap. 5 (On the nature of certain philosophical entities). 

4 Câteva detalii ale unei asemenea construcţii sunt menţionate în Remarcă 2, 5.4. 
55. Kripke, Semantical Considerations on Modal Logic, Acta Philosophica Fennica 16, 1963, 83-94. 
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din urmá expresie inseamná: "tot ceea ce existá existá in mod necesar", care contrazice 
intuitia noastrá сотипа cu privire la existenta lucrurilor, potrivit cáreia їп lurni diferite pot 
exista lucruri diferite. 

Celălalt sistem modal construit de Kripke (fie acesta X72) relativizează domeniile la 


lumi posibile. În acest caz un y(Q)-model este cvintuplul (W, R,Q,Kr2,1), unde Kr2 este 


funcția care asigneazá fiecărei lumi posibile we W o submulțime 2, alui Q, г, р satisfac 
Rig iar clauza pentru cuantificatorul universal este 

vXr2  |vxa] 21 ddaca la} = 1 pentru oricare asignare V x-varianta a lui 
A in О. 

Nici in acest caz o logicá modala a predicatelor bazatá pe conceptul Xr2-validitátii, 
cu pástrarea logicii clasice a predicatelor cu identitate, nu este lipsitá de inadvertente. 
Expresia Эх(х = y) îşi conserva validitatea doar dacă extensiunea lui y aparține oricărei lumi 
posibile (y fiind variabilă liberă). Motiv pentru care acest sistem kripkean introduce 
inchiderea universala a formulelor cu variabile libere. In acest caz formula de mai sus devine 
Vy3x(x- y). Numai că o asemenea închidere are efectul semantic al eliminării tuturor 
termenilor (în acest sistem singurii termeni sunt variabilele individuale), căci variabilele devin 
cuantificatori universali deghizați. 

Nici în alte logici modale care relativizează domeniile la lumi posibile şi păstrează £p 
cu identitate (altele decât Xr2) anomaliile nu sunt complet eliminabile. Să presupunem că o 
expresie de genul 3y(y =r) este adevărată într-o lume we W într-un model doar dacă 


1" e Q. Întrucât expresia este o teoremă a £p cu identitate, putem arăta, exact ca mai sus la 


Krl , că extensiunea oricărui termen t al limbajului se află în orice lume posibilă, caz în care 
ideea relativizării domeniilor la lumi posibile se volatilizează. Sau, dacă păstrăm această idee, 
atunci laolaltă cu £, cu identitate trebuie să conchidem că limbajul utilizat nu are termeni 
pentru obiecte care există în anumite lumi şi nu în altele. 

Ideea relativizári domeniilor la lumi posibile, laolaltă cu păstrarea £, cu identitate 
sunt incompatibile si în următorul sens. Într-o logică care contine aceste determinatii este 
demonstrabilă conversa formulei Barcan (CBar: aVx@ > Vxaa ). lar un model în care CBar 
este validă implică următoarea condiție: 

Incl. Dacă wRw , atunci О CQ. 


Însă cu ajutorul N şi CBar este demonstrabilă următoarea formulă Vxo3y(y - x), a 
cărei semnificaţie este cea semnalată la sistemul Krt (i.e. orice este necesar) și care anulează 
idea relativizării la lumi. 

Apoi, formula Bar prezintă particularitatea că este demonstrabila în orice sistem care 
include sistemul В. Dacă R este o relaţie de echivalență, de exemplu, atunci Incl implică 
Оо, = o, pentru orice w,w' € W „contrar ideii relativizării domeniilor la lumi. 


O altă insuficiență a construcțiilor din logicile modale mai sus prezentate rezultă 
nemijlocit din asignarea Rig, potrivit căreia orice termen are aceeași referință în orice lume 
posibilă. Evident, expresia “cea mai inteligentă ființă” are o extensiune diferită în lumi diferite 
(i.e. intensiunea unui termen nu poate fi o funcţie constantă). Un sistem modal care satisface 
această exigen[á renunță aşadar la Rig. Pentru a evita şi implicaţiile adoptării logicii 
predicatelor cu identitate un astfel de sistem poate adopta aparatul formal al unei “free logic”, 
cu unele avantaje notabile în raport cu construcţiile precedente. Cum într-o “free logic” regula 
generalizárii existenţiale arată astfel 


P(t)^ E(t) 


ЗЧ Сеп FL 3xP(x) 


derivarea existenței lui Pegas, menționată la începutul paragrafului, nu se mai poate face, 
deoarece, în prealabil, trebuie garantată existența referentului lui t (prin E(t)). Similar, regula 
instanfierii universale din logica clasica, 

УхР(х) 


P(t) 


УхР(х) 
VInst FL E(t) 2 Pit 


pentru orice termen ¢. 

Cu ajutorul acestei reguli următoarea formula este demonstrabila: 
[o (t =) A E(r)) 2 3x o (xz t). Însă о( =t) este demonstrabilă. Si deci este demonstrabilă si 
formula E(r) 2 3xo (x =). Numai că sensul intuitiv al acestei formule nu poate fi acceptat. 
Să construim un exemplu. Să luăm următorii termeni “M. Scorsese” şi “Regizorul filmului 
"Aviator". Ceea ce spune formula de mai sus, pentru acest exemplu, este următorul lucru: 
Dacă regizorul filmului “Aviator” există, atunci in mud necesar există cineva care este 
regizorul filmului “Aviator”. Însă aceasta contrazice intuiţia curentă, pentru că nimeni (i.e. 
nici un element) nu poate fi regizorul acestui film în orice lume posibilă. 

Am prezentat mai sus câteva construcţii posibile ale logicii modale cuantificate, logici 
care cuantifică obiectual, şi principalele dificultăți în calea elaborării lor. Indiferent dacă 
apelează la Rig sau nu, intuitiile noastre curente cu privire la transformarea lucrurilor in timp 
scot în evidență un alt neajuns al acestor logici. Devenirea temporală arată că extensiunile 
termenilor (i.e. lucrurile) nu se conservă. E mai adecvat aşadar să vorbim despre lucruri ca 
intensiuni ale termenilor, adică despre concepte individuale. Logica modală aferentă ar fi deci 
o logică modala a predicatelor, care cuantifică conceptual. Deşi intuitiv acceptabile, ele sunt 
suspecte filosofic: “lucrurile” ontologiei conceptuale sunt foarte diferite de lucrurile lumii 
noastre. Nici din punct de vedere formal o astfel de logică nu este impecabilă. O carenta de 
fond are ca sursă faptul că domeniul cuantificării îl reprezintă intensiuni (i.e. funcţii de la W la 
Q), caz în care limbajul utilizat are puterea de expresie a aritmeticii de ordinal doi. Prin 
teoremele lui Gödel, sistemul modal astfel construit este incomplet. 

Cu aceasta, în fine, ajungem la o altă problemă, care priveşte direct aparatul formal al 
logicilor modale cuantificate, cea a demonstrárii completitudinii lor. Dificultatea de principiu 
legată de idea completitudinii este absenţa unei strategii generale, de felul celei funcţionale în 
logica clasică a predicatelor sau în logica modală propozițională“. Fiecare din strategiile 
utilizate îşi are adecvările, performanţele şi limitele ei. Pentru lucrarea de față, din 
multitudinea sistemelor de logică modală a predicatelor, am ales două tipuri de sisteme 
modale, cele care conțin ca axiomă formula Bar şi cele care n-o conţin, considerând, distinct, 
problemele completi tudinii şi incompletitudinii lor. 


devine 


é Pentru o taxonomie a logicilor modale cuantificate şi diferite stratepii de demonstrare a completitudinii lor, cf. 
J.W. Garson, Quantification in Modal Logic, in D. Gabbay; F. Guenthner (eds), Handbook of Philosophical 
Logic, Vol. II, Cap. II. 5. 
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5.2. Sintaxa £,° 


5.2.1. Limbajul £,” este în esență limbajul 2, la care se adaugă determinatiile 
specifice conceptelor modale. Vom considera aşadar limbajul logicii nemodale a predicatelor, 
a cărui listă de simboluri a fost expusă în 3.1.1, cu menţiunea că mulțimea Т a termenilor 
logici o vom restrânge la variabilele individuale х, y,z,x,,x,,... Conceptele „formulă 
elementară” si ,,substitutie” vor fi așadar regândite în acord cu această restricție. Ca regulă 
specific modală de construcţie a formulelor vom adăuga: dacă a este o formulă, atunci ос 
este o formulă. 


5.2.2. Sisteme de logică modală a predicatelor 
Construcția unui sistem de logică modală a predicatelor se poate face, de exemplu, 
prin considerarea simultană a unui sistem .$ de logică modală propozițională si a unui sistem 
de logică clasică a predicatelor, О". Fie, în cele ce urmează, Q*S (i.e. О" +S) următorul 
sistem” de logică modală a predicatelor. 
Ax1* . Orice exemplificare (prin substituție) a oricărei formule valide a unui sistem de 
logică modalá propozițională 5 (ie. a oricărei teoreme) cu formule ale £,° este o axiomă a 
Q's. 
Exemple: a) exemplificari ale formulelor nemodalizate 
În (pAq)> р, în loc de p punem 3xP(x), iar în loc de q VyQ(x, у) si 
obținem (3xP(x)^ vyQ(x, у)) > ЗхР(х). 
b) exemplificàri ale formulelor modalizate 
În 0(p> q)=(0 p 204), în loc de p punem P(x), iar în loc de q punem 
3xQ(x) şi obţinem 0 (P(x) > ЯхО(х))= (n Р(х) > a3xQ(x)). 
Univ 1" vxa(x) D a(x! y); y este orice variabilă liberă x în a(x). 
Univ 2" Vx(a > 8) э (а э vx); х nu apare liberă în a. 


Reguli de deductie. 


Modus ponens (MP)  a,a 2 В Gen a N a 
B 


Vxa oa 


Este uşor de constatat cá sintaxa £,* admite construcții de formule care combina 
cuantificatorii cu operatorii modal. O astfel de formulă este formula Ватсап (Bar): 
vxoaooVxa Ê În anumite sisteme modale, e.g. ОВ, Q*S5, această formulă este o 


teoremă. Nu este însă demonstrabilă în alte sisteme modale, e.g. ОК, Q'T sau Q* 54. De 
aceea, ea poate fi adăugată са axiomă oricărui sistem Q*S, obținându-se astfel sisteme 
modale Q" 5 Bar. În cele ce urmează vom avea in vedere astfel de sisteme. 


7 Desi ne referim la el са la un sistem, în realitate orice specificare a lui S (ie. K,T, D, Д ...) generează propriu- 
zis un sistem. 


* CE RB. Marcus, A functional calculus of first order based on strict implication, The Journal of Symbolic 
Logic, 11/1946, 1-16. 
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5.3. Semantica г, ° 


Semantica logicii modale a predicatelor este o extensie adecvată a celei nemodale. 
Definiția 1. Un model pentru un limbaj £," al logicii modale a predicatelor este о 


mulțime ordonată a următorilor patru itemi (w, R, Q,1) , unde 
1. (№, к) este un cadru 


2. О este o mulțime nevidă (domeniu) 
3. 1 este funcția interpretare, care asignează fiecărui simbol predicativ n-adic 


Р", în orice we W , o semnificaţie (p) co. 

Similar notatiei adoptate in logica clasicá a predicatelor, prin Jat” vom intelege 
valoarea logică a formulei œ într-un model М =(W, R,Q, 1) Şi o asignare # în О. Simbolul 
inferior w relativizeazá valorile la o lume we W . 

Definiţia 2. Adevărul unei formule într-un model M =(W, R,Q,1), intr-o lume we W 
şi o asignare И în M. 

[R] [Rs x] 21 ddaca pud e А! 

Ho Pat = Че 

[е] [ao Bi = la] »[g]" , unde denotă orice operator binar din 
fav, D,=,+,/, J}. 

[0] [pa] -1 ddacá [att =1 pentru orice w' e № astfel cá wRw'. 

[9] [0a]'/=1 ddacă [a] =1 pentru cel puțin o w' є №" astfel că wRw'. 

[v] [vxa];" =1 ddacă la]; =] pentru orice asignare V x-variantd a lui И. 

[3] [axa =1 ddacă [а] =] pentru cel pufin o asignare V x-variantă a lui и. 

Definiţia 3. O formulă a este validă într-un model M =(W,R,Q, 2) dacă le} zl 
pentru orice we W şi pentru orice asignare И їп М. ( Їп acest сат vom spune și că @ este 


udevărată într-un model M). 
Definiţia 4. O formulă a este validă într-un cadru (w, R) dacă a este validă în 


orice model bazat pe cadrul (w, R). 
5.4. Corectitudinea sistemelor modale 0's Bar 


Definitia 1. Un cadru (W,R) este un cadru pentru un sistem О*$ Bar dacă orice 
teoremă a sistemului Q*S Bar este o formulă validă în (w, R) Я 

După cum se poate uşor constata un cadru pentru 5 este acelaşi lucru ca un cadru 
pentru Q'. Bar, iar acest fapt fundamentează unnătoarea corespondență structurală 
semnificativă între $ şi Q*S Bar. 

Teoremă. (и, к) este un cadru pentru 5 ddacă (W.R) este un cadru pentru Q* 5 
Bar. 

a) Dacá (W, R) este un cadru pentru 5, atunci (w, R) este un cadru pentru Q' S 
Bar. 
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Demonstrarea acestui enunț înseamnă demonstrarea faptului că orice teoremă a 
sistemului 0*5 Bar este o formulă validă ре (W,R). Echivalent, orice exemplificare a 


schemelor de axiome şi orice formulă obținută prin aplicarea regulilor de deducție ale 
sistemului Q*.5 Bar este o formulă validă in (W, К) ; echivalent, este o formulă adevărată în 


orice model bazat ре (W, К). 


Axl'. Orice exemplificare a unei formule valide (ie. teoreme) a unui sistem $ cu 
formule ale £," este o formulă validă їп (W, R). 


Fie @(p,,.... p,) o formulă validă a sistemului 5. Fie a' (p,/ f... p, / B,) formula 
obținută din a prin substitutia simultană a variabilelor p,...., p, cu formulele £,* Д,...,8,. 


Trebuie să arătăm că dacă a este o formulă validă, atunci şi a” este o formulă valida. 
Prin contrapozitie, presupunem că Q nu este o formulă validă. Există deci un model 
M =(W,R,Q,2) în care a” nu este adevărată. Există deci o lume w şi o аѕірпаге р in M 


astfel încât [a] = o. 

Fie (W,R,V) un model pentru logica modală propozițională £,*, în care (W,R) este 
exact cadrul din modelul M = (w, R,Q,2), astfel încât pentru orice we W si pentru orice р, 
(1<i<n) are loc: V( р.м) =[B,}" ‚ În acest caz V(a,w)=0. Si cum există un model pentru 
L,» (W,R,V), bazat pe (W,R), şi o lume we W în саге a este falsă, rezultă că a nu este 
validă. 


Univ 1". Vxa(x) > a(x! y); y este orice variabilă liberă pentru x in a(x). 
(Reductio ad absurdum). Presupunem că Univ 1* nu este validă. Există deci un model 
M = (W, R,Q,i), o lume we W şi o asignare 4 în M astfel că 


1. [vxe(x) 2 a(x/ y)];" 20. Deducem, mai departe, că 2. [vxo(X)]"^-1 şi 3. 
[a(x/y)* 20. Din 2 obţinem 4. [o(x)] =1 pentru orice v x-variantă a lui И. Fie acum 


x” = y" . În acest caz obținem [a(x/ у): =1, ceea ce contrazice 3. 


Univ 2. Vx(a > В) > (a 2 Vxfi); x nu apare liberă in a. 
(Reductio ad absurdum). Presupunem că Univ 2" este nevalidă. Există deci un model 
M =(W,R,Q,2), o lume we W şi o asignare 4 în M astfel cá 


1. [v(a2g)2(a2 ух)“ =0. Din 1 deducem 2. [v(a25g)]"-1 şi 3. 
(a vxg)l 20. Din 3 deducem 4. [a] =1 si 5. [vx] = 0. Din 5 deducem că există o 
asignare v x-variantá a lui 44 astfel cá б. [B|;" 20. Din 4 deducem 7. [a] = 1, deoarece x 
nu este liberă în a. lar din 6 si 7 deducem 8. [e > pE = 0. Din 2, în schimb, deducem 


9[a > pE = 1 pentru orice asignare v x-variantă alui //, ceea ce contrazice 8. 


Exercifiu. Construiti o demonstrație directă (prin presupunerea antecedentului 
expresiei Univ 2” ) şi o demonstrație prin contrapozifie. 


Bar Уха a(x) > oVxa(x). 
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Fie M =(W,R,Q,t) un model arbitrar bazat pe (W, К), fie 44 o asignare arbitrară in 
M, fie we W o lume arbitrară astfel cá [Vxao ]i'= 1. Rezultă cá [na]; = 1 pentru orice 
asignare v x-variantá a lui 4. Fie acum w' €W astfel cá wRw'. Vom avea [o]: =1. 
Întrucât acest lucru are loc pentru orice v x-variantá a lui и, vom avea [vxa]* =1. lar 


întrucât acest fapt are loc pentru orice м" astfel cá wRw' , vom avea [n Vx a]; - 1. 


Valabilitatea regulilor de deducție MP şi N este cea specificată la sistemele § de 
logică modală propozițională, iar validitatea Gen este cea specificată în logica clasică a 
predicatelor. 


b) Dacă (w, R) este un cadru pentru О*$ Ваг, atunci (w, R) este un cadru 
pentru $. 

(Contrapozifie). Presupunem cá (W,R)nu este un cadru pentrus. Există deci un 
model (W,R,V), bazat pe (W,R), si o lume weW astfel încât V(a,w)=0, unde 
(р... p, ) este o teoremă a sistemului $ , care contine variabilele propozitionale p,...., p, . 
Fie P(x),..., P. (x), n predicate monadice distincte. Fie a^ (p, /Р.(х),..., p, /P,(x)) formula £,* 
obținută din œ prin substitutia simultană a variabilelor p, cu predicatele monadice P(x) 
(L€ i € n). Cum a’ este o exemplificare (prin substituție) a formulei œ rezultă cá a este о 
teoremă a sistemului Q".$ Bar. Acum, pentru a demonstra că (W, К) nu este un cadru pentru 
O" S Bar ‚їп acord cu definiţia conceptului, trebuie să arătăm că а“ nu este validă in (W,R), 
respectiv trebuie să construim un model M =(W,R,Q,2), bazat pe acest cadru, astfel incat 
pentru o asignare // în acest model să avem le |» =0. Mai general, ideea construcției 
modelului este următoarea; predicatele monadice P(x) sunt adevărate, pentru orice asignare 
H în modelul M =(W,R,Q,2), exact în acele lumi we W în care variabilele propoziţionale 
pi, conţinute în @, sunt adevărate їп lumile we W din modelul (W,R,V). Pentru aceasta 
este suficient să considerán un domeniu © arbitrar, astfel încât pentru orice we W şi pentru 
orice 1<i<n să avem, pentru orice element ee О, (e), e P' ddacă V(p,,w)=1. Cum 
formula a” (p,/ P(x)... p,/ P.(x)) este construită exact ca formula a(p,...., p,), cu singura 
deosebire cá în locul variabilelor p, intră formulele elementare P(x), rezultă că cele două 


formule, @ si œ", au aceeaşi valoare în orice lume posibilă. Cum V(a,w)=0 rezultă că 


le lis = 0. Si deci (W, R) nu este un cadru pentru Q" 5 Bar. 


Semnificaţia teoremei de mai sus 
Semnificaţia rezultatului din a) este imediată, căci in acord cu definiția „cadru pentru 


S” rezultă că dacă (W, R) este un cadru pentru 5, atunci (W,R) este un cadru pentru Q* S 
Bar şi deci orice teoremă a 0* 5 Bar este o formulă validă а Q* 5 Bar. Așadar, teorema de 
corectitudine a unui sistem .$ de logică modală propozițională plus rezultatul din a) al 
teoremei de mai sus echivalează cu o demonstrație de corectitudine pentru sistemele Q* s Bar 
(Le. ОК Bar, Q'T Bar, 0'D Bar, ОКА Bar, О*$4 Bar, 0* SS Bar, Q'& Bar), sub 
aceleaşi condiții impuse relației R ca în sistemele 5. 
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Remarcă I. Deşi b) este conversa lui a), b) nu oferă vreun rezultat cu privire la 
completitudinea sistemelor Q* § Bar. Aşa cum Teorema (a si b) nu oferă un astfel de rezultat 
cu privire la caracterizabilitate. 

Remarcá 2. Logica nemodala a predicatelor poate fi extinsá in logica nemodala 
a predicatelor cu identitate £p, respectiv prin introducerea unui simbol predicativ diadic 


pentru ideea identităţii: „=”. Adică, dacă M = (9, ) este un model pentru £p, atunci = este 
multimea tuturor perechilor de forma (ee), unde ee О. În logica modala a predicatelor, 
pentru orice asignare 4/ si pentru orice we W vom avea [х= y];" =1 ddacă x” = y". 


Corespunzător, axiomele identității în £p sunt: 

191 x=x 

Id2  (x-y)2(a f), unde a si Д diferă strict prin faptul că formula @ аге 
variabila x liberă într-un număr arbitrar de ocurente în care / are variabila y liberă. 


Fie, în continuare, Q'.5 BarId un sistem modal axiomatic obținut dintr-un sistem Q” 5 
Bar prin adăugarea axiomelor Id I şi Id 2. În acest sistem este demonstrabila formula NecId 
(х= y)2n(x» y), potrivit căreia toate propozițiile de identitate sunt necesare (comp. exerc. 
7). 

La fel de bine, in orice extensie а sistemului Ф se poate demonstra similar Necld, însă 
pentru nonidentitati, NecNonld (x + y) 2 о(х# y), adică toate propoziţiile de nonidentitate 
sunt necesare (comp. exerc. 8). 

Ín orice caz, dată fiind simetria celor două formule, Necld şi NecNonld, ele pot face 
parte din acelaşi sistem modal. 

Revenind la Necld, ideea exprimată de teoremă a stîmit multe comentarii. Fie, de 
exemplu, următoarea propoziție: 

(1) Cel care a demonstrat consistenţa teoriei ZF a mulțimilor cu negația ipotezei 
continuului este descoperitorul fenomenului incompletitudinii. 


Sau, utilizând predicatul identităţii, 

Cel care a demonstrat consistenţa teoriei ZF a mulțimilor cu negația ipotezei 
continuului = descoperitorul fenomenului incompletitudinii. 

O obiectie elementară împotriva necesităţii acestei identități rezidă în aceea că cele 
două fapte (demonstrația de consistență şi descoperirea incompletitudinii puteau avea autori 
diferiți, nu neaparat aceeaşi persoană, i. e. Kurt Gódel Şi deci identitatea este una 
contingentă. 

Există însă о altă posibilitate de interpretare a propoziției (1), astfel încât ea exprimă 
un adevăr necesar. Fireşte, e un fapt contingent că persoana care a executat demonstrația de 
consistență (i. e. Kurt Gódel) este de fapt persoana care a executat această demonstrație. La 
fel, e un fapt contingent că persoana care a descoperit fenomenul incompletitudinii (i. e. Kurt 
Gódel) este persoana care a descoperit acest fenomen. Însă, dacă vom înțelege propoziția (1) 
astfel: persoana care a executat demonstraţia de consistență este identică cu persoana care a 
descoperit incompletitudinea, atunci (1) spune că o anumită persoană (explicitată diferit prin 
isprăvile sale) este identică cu sine insági şi care, fireşte, nu poate fi decât un adevăr necesar si 
astfel un argument în favoarea Necld. 

Spre deosebire de Necld, a cărei expresie contine variabile individuale, (1) este о 
expresie care contine descripfii definite” .Cum ar putea fi exprimată formal (1)? 


9 "Această temă este o preocupare constantă a logicienilor de la Frege şi Russell încoace, 
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Din perspectiva teoriei russelliene a descriptiilor (1) devine 
(2) a! хР(х) A 3!xQ(x) ^ vx(P(x) 2 Q(x), 
unde 3 !x înseamnă „există exact un x", iar P şi Q sunt proprietățile corespunzătoare: „cel care 
a demonstrat consistenta" şi „cel care a descoperit incompletitudinea". (2) poate fi redată, 
echivalent, în aga fel încât să apară simbolul identităţii, astfel: 
(3) 3! хР(х) aa! хО(х) ^ VxVy(P(x) ^ О(у) > (х= у)) 
acest lucru are de-a face cu distincția de dicto / de re." Dacă-l plasám în fata tuturor 
cuantificatorilor (cazul de dicto), atunci dintr-o propoziție adevărată ((2) sau (3)) vom obține 
una falsă. În schimb, dacă-l plasăm în fața identității din (3) (cazul de re), atunci obținem: 
(4) 3!xP(x)^3!xQ(x)^ Vxvy (P(x) ^Q(y) 3a(x- y)), iar aceasta este o propoziție 
adevărată, care motivează argumentul de mai sus în favoarea Necld. 

Remarcá 3. Necld si NecNonld sunt fundamentate, ат vázut, de ideea cá (е, e). e-' 


ddacă e, este acelaşi obiect din Q ca e, , iar acest lucru are loc pentru orice мє №. 
Identitatea din exemplul (1) de mai sus inceteazá de a mai fi necesará, dacá existá o lume 
weW în care persoana care a efectuat demonstraţia de consistență şi descoperitorul 
fenomenului incompletitudinii sunt persoane distincte. x = y este deci falsă dacă există lumi 


în care x^ si y^ sunt elemente distincte din ©. Ceea ce înseamnă cá аѕірпагеа 4/ se 


relativizează la lumile posibile. Aparatul semantic rămâne în esență cel din 5.3. Se modifică 
doar clauza evaluării formulelor elementare. 


[R] [R(x,,....x, PY =1 ddaca е e eR 


iar conceptul de x-variantá se generalizează astfel: 4 si v sunt x-variante ddacá у = у", 


pentru orice variabilă y, cu excepţia posibilă a lui x, şi pentru orice we W . 

Este uşor de văzut, cu acest aparat semantic, că Necld este falsificabilă. Mai mult, Jd 2 
rămâne o formulă validă, însă cu restrictia: œ şi Ø nu contin operatori modali. (Sistemele 
modale în care Id 2 este axiomă, cu restrictia menționată, se numesc sisteme ale identității 
contingente). Formula a3xP(x) > Зх a P(x), este o formula valida (cf. exerc. 9). Si fn cazul 
acestei formule, similar exemplului din remarca precedentă, putem găsi un sens în care ea, 
deşi intuitiv implauzibilă, poate fi totuşi acceptată. E clar, din faptul că în mod necesar există 
cineva care va fi ales preşedinte nu putem conchide că există o persoană anume care în mod 
sigur va fi președinte. Însă dacă prin „președinte” înțelegem un singur element (obiect) care în 
situații diferite (ie. lumi) poate fi de fiecare dată altul, atunci din asumptia antecedentului 
implicatiei putem conchide că există o persoană care in mod necesar va fi preşedinte, 
respectiv, persoana aleasă. Entitátile de acest gen se numesc obiecte intensionale sau concepte 
individuale." 


De dicto / De re 

Fie următoarea formulă a £p": o3xP(x)2 3xoP(x). După cum uşor se poate 
constata, între antecedentul şi consecventul acestei implicații există o deosebire logic 
relevantă. Spre deosebire de antecedent, consecventul conţine variabila liberă x în domeniul 
operatorului modal с. Această diferență formală se traduce intuitiv printr-o diferență de sens. 
Consecventul, ix o P(x), are urmatorul inteles: existá ceva (un lucru / de re) iar acesta este P 
în orice lume posibilă. Antecedentul, in schimb, spune: in orice lume posibilă propoziția 
(dictum) că ceva este P este adevărată (fără ca acest “ceva” să fie acelaşi în orice lume 


10 Comp. mai jos. 
n Comp. R. Carnap, Meaning and Necessity. 
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posibilă). Aşadar, formulele £,° se divid in formule de dicto, în care nici o variabilă nu apare 


liberă în domeniul unui operator modal, si de re, in cel puţin o variabilă liberă apare în 
domeniul unui astfel de operator. 


Unele formule de re sunt echivalente cu cele de dicto în orice sistem Q’S , altele doar 


în unele sisteme. În esență însă, nu există nici un sistem modal în care toate formulele de re să 
fie echivalente cu formulele de dicto. O demonstrație a acestui lucru, pentru sistemul modal 


Q* SSBar , se bazează pe următorul fapt: pentru formulele de dicto un model care permută 


elementele din Q este echivalent cu modelul pentru care această permutare nu se execută, 
fapt care nu are loc pentru formulele de re. Prezentám mai jos demonstraţia '?. 

Fie urmatoarele două modele: M, =(W,R,Q,1,) si М, =(W,R,Q,4) їп care W, R si 
О sunt aceleași. Fie W= (nw, ), R are loc între orice lumi, 9= {e,,e, }. 
р“ = (е), (e), ] şi Q* =Ø, pentru orice О + P. P^ - (е), .(&)..] si Q^ = @, pentru 
orice Q+ P. Fie x" anti-asignarea lui 4/, adică pentru orice variabilă x are loc: x^ x x^ 'Ў. 
Ceea ce trebuie deci demonstrat este teorema de mai jos. 


Teoremă. Dacă a este o formulă de dicto, atunci lat" - [o]; şi [ali = [а 

Asadar, dacá @ este de dicto, atunci un model care schimbá гесіргос locul 
elementelor e, şi e, în w, este echivalent, în raport cu w,, cu unul care nu face această 
permutare. Jar acest lucru poate fi arătat prin inducţie pe construcția formulelor. 


Fie P(x) o formulă elementară. 
[Р(Х =1 адаса (x") e P^ ddacă (x") 
[P(x =1. 


[P(x =1 ddacá (х^) er ddacá x" =e, ddacá x" =e, ddacá (x) e P^ 


m 


=e, ddacá (x") e P^ ddacá 
м w 


ddacă [P(x =1. 

Pentru formulele de forma ~g şi æo f demonstraţia este simplă. Presupunem acum 
că formula considerată este Уха. Fiind o formulă de dicto, rezultă că şi a este de dicto. Si 
deci vom avea: [уха =1 ddacá [la]: =| (pentru orice v x-var a lui 4) ddacă lot" =1 


(pentru orice v x-var alui 4 ) (prin ipoteza inducției) ddacá [vxo]; =]. 

[vxa} =1 ddacá la” =1 (pentru orice v x-var a lui 4) ddacă [ар = 1 (prin ipoteza 
inducției). Dacă v este x-var a lui 4/, atunci orice x variantă v alui р" va fi v^. Si deci 
loli” =] (pentru orice v x-var a lui И) ddacá lek” =1 (pentru orice v x-var a lui 7), 
adică ddacă [уха] =1. 


În fine, dacă formula de dicto considerată este Gà, atunci œ nu contine variabile 
libere şi deci valoarea ei logică într-o lume posibilă arbitrară w nu este relativă la asignari. 


Vom avea, așadar, [o]t^ =[a}” si [ab =[a}2” , pentru orice asignari и, v. Si deci, 


'2 Dată pentru prima dată de P. Tichý, On de dicto modalities in quantified S5, Journal of Philosophical Logic, 
2/1973, 687-692; comp. si Hughes, Cresswell, A New Introduction..., Cap. 13. 
3 Restrângem aici mulțimea termenilor logici 1a mulţimea variabilelor. 
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ао с ]:*=1 ddacá b) laf =1 sic) lat" =1. Însă gradul formulei a este strict mai mic 
decât gradul formulei оа si astfel, prin ipoteza inducției, b) are loc ddacá d) [al^ =1. 


Similar, c) are loc ddaca e) [a Ка =1. Însă e) este echivalentă cu f) [a]; =] (deoarece a 
nu contine variabile libere). De aici echivalenta dintre f) si c). Însă d) şi e) sunt echivalente 
ddacă р) [oa] ?“=1. Din faptul cá b) este echivalent cu d) sic) cu e) plus р) deducem cá a) 
are loc ddacă g) are loc. Pentru w = у, rezultatul este imediat. Dacă w= w,, atunci g) are loc 


ddacă h) [a a] e '=1 (deoarece Da nu conține variabile libere). 


O dată demonstrată teorema de mai sus, trebuie arătat că o formulă de re, de exemplu 
3x a P(x), nu este echivalentă in Q*S5Bar cu nici o formulă de dicto. Trebuie menționat că 
orice teoremă a Q"'S5Bar esie satisfiabilă în ambele modele, M, şi M,, de mai sus. 
Presupunem astfel că există o formulă de dicto a astfel încât echivalenta 3x0 P(x) = a este 
demonstrabilă în Q' $5Bar . Si astfel vom avea: 


[3x a P(x)]:" = [a]t^, respectiv [Эх o P(x)]2^- [a]?", unde ш este o аѕірпаге arbitrară. 
Cum a este o formulă de dicto, prin Teoremă, vom avea; [al (а . Si astfel, ре баға 


echivalentei 3x0 P(x)=a, are loc [Эхо P(x)];, [3x o P(x)]2/ . Însă [Эхо P(x)] w=], 


wi ^ 
pentru cá existá un astfel de x (ie. e,) care este P in ambele lumi in M,, pe cand 


[3x o Р(х)] Fi =0, deoarece nu există nici un x care să fie P în ambele lumi în M,. Si astfel, 


formula de re 3x n Р(х) nu este echivalentă cu nici o formulă de dicto în sistemul 0" SSBar 


gi deci nu va fi echivalentá cu nici o formula de dicto intr-un sistem mai slab decat acest 
sistem. 


5.5. Completitudinea si incompletitudinea in г, = 


5.5.1. Completitudinea sistemelor modale Q" 5 Bar 


Demonstrarea completitudinii sistemelor modale 0* 5 Bar este in mare măsură un 
rezultat parale] demonstrației completitudinii unui sistem arbitrar § de logică modala 
propozitionala, utilizând ideea de “model canonic”. Specificarea unui asemenea model 
înseamnă, desigur, specificarea itemilor care-l definesc. Întrucât asupra domeniului Q nu s-a 
făcut nici o referire în afara neviditátii lui, drept elemente ale acestei mulțimi vom alege 
componente ale alfabetului Е, =, respectiv mulțimea tuturor variabilelor individuale. Lumile 
posibile vor fi, şi de această dată, mulțimi maximal consistente de formule". Însă, spre 
deosebire de logica modală propozițională, aceste mulțimi trebuie să posede o proprietate 
adițională, cea a @ -completitudinii". Aceastá proprietate este reclamata de faptul cá daca o 
expresie de forma Vxa nu aparține unei lumi we W si este deci falsă (cf. 4.3.2., Lema 1), 
atunci ne trebuie un “martor” care să ateste falsitatea ei. Adică ne trebuie o variabilă 
individuală y, astfel încât a(x/ y) să fie falsă. 


M De fiecare dată prin consistenţa unei mulțimi vom înțelege Q*S Bar -consistenta, chiar dacă acest lucru nu 
este explicit menționat. 
'5 Comp. şi 3.3.1. (Compl. sist. ax. Q). 
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Definiţia 1. O mulţime A este @-completd dacă pentru orice formulă a şi pentru 
orice variabilă individuală х există о variabilă individuală y astfel că 
-Vxa 3 Aa(x! y)e А; echivalent a(x! y) 3 Vxae A. 

Remarcă. O mulţime de genul (a( y ), aly, ),... -Vxee(x)} este o mulţime consistentă 
si deci admite o extensie maximal consistentă care, in schimb, nu admite nici un “martor” cu 
privire la falsitatea formulei Vxo(x), pentru că nici o formulă de genul —a(x/ у,) nu poate fi 


adăugată consistent acestei mulțimi. Mulțimea de mai sus nu este десі si nici nu poate fi @- 
completă. Multimi de acest gen reclamă o mică schimbare în aparatul formal: operarea cu 
două limbaje, £,° şi £,°°, unde £,** este, simplu, limbajul specificat în 5.2.1. la care se 
adaugă o infinitate de variabile individuale noi. Orice astfel de extensie a limbajului logicii 
(modale sau nu) conservă proprietatea consistentei unei mulțimi A de formule. 

' Teorema 1 (@-completitudinea). Fie A о mulțime consistentă de formule ale Е. =, 


Atunci există o mulțime A de formule ale £,°* G-completă, astfel cá ACA. 

Demonstraţie. Considerăm mai întâi o enumerare a tuturor fomnulelor cuantificate 
universal, Vxa@, construite în £,°° şi a variabilelor individuale. Definim apoi un şir de 
mulțimi Ao, A,,... astfel: 

A, =A 

A, 7A, v(a(x/ y) 2 ухо} 
unde Уха este forinula cu numărul de ordine +1 din enumerarea considerată, iar y este o 
variabilă individuală care nu apare nici in A, , nici in formula a. (Existenţa unei asemenea 
variabile este garantată de faptul cá toate formulele din A, contin variabile doar din £,°, iar 
A, e formată din A, prin adăugarea doar a n formule). 

A, este o mulțime consistentă. 

A, este o mulțime consistentă (prin asumptie, fiind tocmai A). Vom arăta (prin 
contrapozitie) că dacă A, este consistentă, atunci şi A,,, este consistentă. Presupunem, 
aşadar, cá A,,, nu este consistentă. Există deci Д...., 9, e A, astfel încât: 

Lb -(B, ^... ^ B, ^(a(x/ y) 2 Vxa)) 

2. -(B, ^... ^ B, A-(a(x/ y) A vxa)) 

3.4 -(B, ^... ^ B.) v (o(x1 y) ^V xa) 

4. (B, ^... ^ 8,)> (a(x! у)л-\уха) 

5.- (B ^.^ 8,)2 a(x! у); 4, г, 

6.4 (B, ^.^ B,) 3 :ivxa 4, L, 

7.4 VX(B, ^... ^ B.) 2 a(x/ у)); 5 Gen 

8.- (B, ^...^ B,) 2 Vya(x/ y); 7, Univ 2* (deoarece y nu apare liberă їп 4,...,4,), 
MP 

9.- (B ^..^ B,) > уха; 8, deoarece Vya(y) este o variantă alfabetică a lui Ухо 
(fiindcă y nu apare in a). 

10. + B, ^ ^ B,):6,8, г, 

Ceea се contrazice ipoteza consistentei multimii A, . 
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Fie acum А = UA, . A este, evident, o mulțime consistentă şi @-completa de formule 
ale £,"*. A va avea o extensie maximal consistentă si œ -completă Г de formule ale 
aceluiaşi limbaj £,"*. 

Teorema 2. Fie Г o mulțime maximal consistentă şi @-completd de formule ale 
£,°°, fie a o formulă astfel că пає Г. Atunci există o mulțime consistentă şi @-completa 
A a £,°° astfel cá Г, Ulma) A (unde Г, -(B:n BeT }). 

Demonstrafie. Considerám o enumerare a tuturor formulelor de forma Vxó . Definim 
acum un şir de formule %,¥,,7,.... în felul următor: 

у= ма 

а = Ya ^(д(х/ у)э Ухд) 
unde Vxó este cea de-a п+1 formulă din enumerarea de mai sus, iar y este prima variabilă 
astfel încât mulțimea Г; vira) este consistentă. 

Ceea ce trebuie arátat este tocmai existenta de fiecare datá a unui asemenea y. El nu 
poate fi o variabilă nouă, deoarece toate variabilele £,»* sunt deja angajate in formule din 
Г,. Întrucât % 7-20, mulțimea Г, vx) este o mulțime consistentă (prin Lema 4, 4.3.1). 
Vom arăta, aşadar, că dacă Г, ufy,} este consistentă, atunci există un y astfel cá Г, Ka} 
este consistenta. 

Presupunem cá nu intotdeauna existá un asemenea y. Atunci, pentru orice variabilá 
ye £,** există (8,.., 8.) c Г» astfel incát 

EB, ^^ Bu Ay, A(d(x/ y) > V xó)) 

XB, A.A B, v (у, a(6(x/ y) > Vxó))) 

F (B, ^.^ B.) 2 (эу, у--(б(х/ y) э Vxó)) 

H(A a.a Ba) D (7, 2 (x! у) > Vxó)) 

t- olf, ^.^ B, Doly, > —(б(х/ y) 2 Vxó)); R, 
F (0f, ^..^nB,)Sa(y, >-(d(x/ у) > Vxó)):K; 

Însă Г este о mulțime maximal consistentă (prin ipoteză) iar fiindcă o Д|,...‚ 0, sunt 
formule din Г rezultă că o(y, 2 -(é(x/ y) 2 Vxó))e Г pentru orice у. Tot prin ipoteză Г 
este @-completa. Fie acum z o variabilă care nu apare în ô sau їп y, , fie formula 
Yz a(y, > —(é(x/z)2 Vxó)). Din @-completitudinea mulţimii Г rezultă că există o 
variabilă y astfel încât o(y, > -(ó(x/ y) 2 Vxó)) 2 Vzo(y, 2 -(ó(x/z) > Vxó)) este o 
formulă din Г. Însă, am văzut deja, antecedentul acestei formule este deja o formulă din Г, 
pentru orice y. Si deci si consecventul, Yz o(y, > -(ó(x/z) Vxó)), este o formulă din Г. 
Însă Г este o mulțime Q"5 Bar - maximal consistentă şi deci, prin Bar, rezultă cá 
аў (y, > -é(x/z) 2 Vxó)) este o formulă din Г. Însă întrucât z nu apare in у, sau $, prin 
Univ 2* obtinem 
F vz (y, э Xó(x/z)2 Vxó)) > (y, 2 Vz-(5(x/ z) 2 Vxó)), formulă din Г. 

Şi astfel, prin aplicarea R, 
H о (y, э-(б(х/ z) э Vxd)) > о(у, > Vz-(ó(x/z) 2 Vxó)), care este o formulă din 
mulțimea Г. Însă antecedentul acesti implicaţii este formula de mai sus, obținută prin Bar. Şi 
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astfel, prin MP, conchidem că о(у, > VzX(ó(x/z) 2 Vxó)) este o formulă din Г. Însă prin 
Exerc. 4, 3.3, avem ^ 3z(ó(x/z) Vxó). Iar, 

(vy, 2 VzX8(x1z)2 ухё))] > [-\уг—(б(х / z) > ух) 2 ^y] 

Si deci, o[(y, > VzXé(x/z) > Vx6))]> а[32(б(х/ z) 2 ухё) > ~у,], В, 

Cum  antecedentul acestei implicații este o formulă din Г rezultă са 
o[Az(5(x/z) > vxo) э-ү] este о formulă din Г; de unde, prin R, obținem 
a3z(ó(x/z) э Vxó)2 о-у, este o formulă din Г. Însă antecedentul acestei implicaţii se 
obține din teorema de mai sus, 3z(ó(x/z) > Vxó) si Regula N. Aşadar, obținem о-у, ET. 
Şi десі my, € I, , ceea ce face ca mulțimea A, să fie inconsistenta. 

Fie acum A reuniunea mulțimii Г, cu toate formulele y,. A este o mulțime 
consistentă, deoarece fiecare mulțime Г, ufy,} este consistentá si deoarece pentru orice 
К > п are loc y, D y,. A este, totodată, w-completa. 

Definiția 2. Un model canonic pentru un sistem Q” Bar într-un limbaj Lp (cu 
extensia £5) este cvadruplul (И, К, О, 1), unde 

W este mulțimea tuturor mulțimilor maximal consistente si @-complete de formule ale 
£t 

R: wRw' ddacă pentru orice пає м, ae w'; echivalent, pentru orice D QE w, 
wg Cw. 

Q este mulțimea tuturor variabilelor individuale ale £,"*. 

[P(x, ...., x, )]] 21 адаса {хын}, є Р! ddacă P(x,,....x,)e w. În cele ce urmează 
funcţia asignare g este astfel că, pentru orice x, x^ = х. 


Teorema 3. Pentru orice formulă œe £,9"* şi pentru orice we W: [al^ —] ddacá 
@є vw. 
Demonstrație. (inducție structurală) 


1. [P(x..x,)]]"-1 адаса (ое Р ddacá(x,.,x,) € P' ddacá 
P(x.. x, JE м. 

2. ba]? = 1 ddacá [a];" =0 ddacá ag w ddacá Aa e w. 

3. [а> ВЕ“ =1 адаса [a]; =0 sau [B]? =1 даса «ew sau few ddacă 
a 5 ew. 

4. Уха. a) Presupunem cá Vxa e w. Deducem а(х! y)e w (prin Univ 1* si MP). 
Însă w este &-completà. Si deci pentru orice x există y astfel cá (a(x/ y)2 vxa)e w.Fie v 
o x-variantá arbitrară a lui ys astfel cà x = y^ = y. Însă [a(x/ yl =] (prin ipoteza 
inductiei). Si deci [eG] =1 pentru orice v x-variantá alui 44 (prin Lemd, 3.1.2). Si astfel, 
[vxa]" =1. 

b) Presupunem cá Vxa € w. Atunci 2 Vxae w şi astfel, fiindcă w este @- 

completă in £,2*, există ye £,2* astfel cà —a(x/y)e w. Si deci a(x/y)é w. Si astfel 
[a(x/ у)“ 20. Şi deci [Vxa}“ =0 (prin Univ 1"). 
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5. oa. a) Presupunem cá oge w şi wRw'. Atunci ae w' siastfel [а}* =1. Si cum 
acest lucru are loc pentru orice w' astfel ca wRw' , vom avea [na ] =1. 


b) Presupunem cá осе м. Atunci —п@є w. Si deci există weW, 
consistentă şi @-completa (prin Teorema 2) astfel cà — a € м”. Si astfel ae w“. Si deci 
la] =0. Însă wRw' şi astfel [na ]^ -0 . 

Echivalenja dintre adevárul unei formule intr-o lume w si apartenenta la lumea 
respectivá fundamenteaza echivalenta Can dintre validitatea unei formule in modelul canonic 
pentru Q*S Bar şi demonstrabilitatea formulei in Q* 5 Bar. 


(Can) osa € ddacă F cu. 


În 5.4. am văzut în ce sens se corelează corectitudinea unui sistem .$ de logică modală 
propozițională cu sistemul aferent Q'.$ Bar de logică modală a predicatelor. O asemenea 
corelație poate fi semnalată si în ceea ce priveşte incompletitudinea. Să vedem acest lucru. 

Definiția 3. Fie a o formulă a logicii modale a predicatelor. Fie a@ formula obținută 


din @ prin eliminarea tuturor cuantificatorilor, a tuturor variabilelor individuale şi prin 
înlocuirea simultană a tuturor simbolurilor predicative distincte cu variabile propozijionale 


distincte. a" este transformarea propozițională a formulei a ; abrev tla). 
Exemplu. a :3xaQ(x, y) 2 P(z) 
a :0q >p 
Гета. Fie pe iar af = «(a). Atunci E a’. 
Demonstrafie. Tot ceea ce trebuie demonstrat este urmatorul lucru: demonstratia 
formulei @ їп Q*S Bar poate fi convertită într-o demonstraţie a formulei а^ în sistemul 5. 


Insă, în acord cu definiţia unei demonstraţii, orice formulă din demonstraţia formulei a este 
fie o exemplificare a unei scheme de axiome, fie rezultă din formule anterioare prin aplicarea 


regulilor de deducție. Dacă formula respectivă este o exemplificare a Ax 1*, atunci 
transformarea ei propozițională este o teoremă a sistemului propozitional $. Dacă formula 
este o exemplificare a Univ |" sau Bar, atunci transformarea ei propozițională este o 
exemplificare a teoremei p> p şi este deci o teoremă a sistemului 5. În fine, dacă formula 


este o exemplificare a Univ 2*, atunci transformarea ei propozițională este o exemplificare a 
teoremei (p 2 q) > ( p> q) Şi este deci o teoremă a sistemului S. 


Aplicarea regulilor MP şi N este similară sistemelor 5 şi 0" S Bar, iar regula Gen 
devine o aplicare a schemei а | 


Considerám acum o enumerare a tuturor variabilelor propozitionale p,, p,,..., a tuturor 
simbolurilor predicative monadice Б, P,,... şi a tuturor variabilelor individuale x,,x,,.... 
Definiţia 4. Fie B, o formulă a logicii modale propozifionale. Fie В, formula £,” 
care rezultă din f, prin înlocuirea simultană a fiecărei variabile propozitionale p, cu 
formula elementară Р(х). Evident, B, = (В,). B si В, se numesc formule perechi. 
Exemplu. Bap, 2 [pn (p, > pj) v pl 
В.о P(x,)>[00 (2(x,)> P,(x,))v Р,(х,)] 


Consecință a lemei de mai sus. Daca J, si Д, sunt formule perechi, atunci dacă 
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E Qua, Bo» atunci К Й. 


Ingredientele de mai sus sunt suficiente pentru demonstrarea corelatiei, mai sus menţionate, 
cu privire la incornpletitudine. 

Teorema 4. Dacă 5 este un sistem modal propozifional incomplet, atunci şi sistemul 
Q'S Bar este incomplet. 

Demonstraţie. Presupunem antecedentul conditionalului din teoremă: 5 este 
incomplet. Există deci o formula / de logică modală propozițională, validă în orice cadru 


(W, R) al lui $, dar care nu este teoremă a lui 5. Fie 5, formula £ °, perechea formulei Д. 
Б, este o formula valida în orice cadru (W,R) al lui 5 (fiind o exemplificare a formulei ,). 
Si deci Д, este validă in orice cadru (W,R) al sistemului Q".5 Bar (cf. 5.4., Teoremă). Însă, 
prin contrapozitie din Consecința Lemei de mai sus, rezultă că Ø, nu este teoremă a 


sistemului 0" § Ваг. Si deci Q” S Bar este incomplet. 

Remarcă. Echivalenta din Teoremd, 5.4., nu generează vreun rezultat cu privire la 
completitudine. Căci o clasă C de cadre poate fi comună pentru două sisteme şi totuşi C 
poate caracteriza doar unul dintre ele (comp. Remarcă 7 şi Remarcă 3, 4.4.). Prin Teoremă, 
5.4., putem obţine însă un alt rezultat. Să presupunem că sistemul Q" 5 Bar este complet. În 
acord cu ideea completitudinii, există deci o clasă C de cadre care-l caracterizează. Acestea 
sunt cadrele pentru Q" 5 Bar. Prin Teoremá, 5.4., acestea sunt exact cadrele pentru 5. $1 
deci: dacă Q" S Bar este complet, atunci putem menționa cel puţin o clasă de cadre care-l 
caracterizează, clasa tuturor cadrelor pentru S. 


Teorema 5. Fie (W, к) cadrul modelului canonic pentru Q* 5 Bar. Presupunem cá 


(W, R) este un cadru pentru 5. Atunci О*$ Bar este caracterizat de clasa tuturor cadrelor 


pentru 5. 
Demonstrutie. Ceea ce trebuie demonstrat aşadar este următorul fapt: 


H- a ddaca Е.а, unde ( este clasa tuturor cadrelor pentru $. 


„©. Fie acum (м, к) 


Q" sBar 


а) Dacă К, „„ + atunci H „0: . Presupunem antecedentul F 


58 0* 58 


un cadru arbitrar pentru S$. Prin Teoremád, 5.4., (W, R) este şi un cadru pentru Q*S Bar $1 
deci a este validă in (W,R). Şi deci ceste C -valida. 


@. Prin contrapozitie, obținem: Dacă non disi s atunci 


a. Rezultă că —a este Q" Bar -consistenta. 


w М + 
b) Dacă Е.а, atunci Ре 


Е : 
non Fa. Presupunem antecedentul, non- pide 


Şi deci există o lume we W astfel încât € w in modelul canonic pentru Q' 5 Bar. Si 
astfel, prin Teorema 3, de mai sus, fal” =] şi deci [a]? = 0. Însă, prin ipoteză, (и, к) este 
un cadru pentru $. Aşadar, œ nu este $ -valida. 


Completitudinea sistemelor modale О*Ў Bar 
Demonstrafiile de completituine sunt similare sistemelor modale propozitionale. Vom 
considera doar un exemplu. Fie sistemul Q' $4Bar. Trebuie să arătăm că acest sistem este 


complet în raport cu clasa tuturor cadrelor reflexive şi transitive. În acord cu metoda 
“modelului canonic”, trebuie să arătăm că relația R (ie. cadrul modelului canonic) este 
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reflexiva si tranzitivă. Cum sistemul Q'.5 Bar este Q*K Bar + оро р+ор > опор, vom 
arăta că R este reflexiva și tranziliva astfel: 

a) R este reflexivă. Fiindcă o p 2 peste teoremă a sistemului Q* § Bar, па > а este, 
de asemenea, teoremă a acestui sistem (unde a este orice formulá a С, х). Fiind teoremă, 
Da DA aparţine oricărei lumi în modelul canonic pentru 0* 5 Bar. Şi deci dacă nae w, 
atunci și à € w. Şi deci w, C у. Adică are loc wRw. 

b) R este tranzitivă. Presupunem и, м", м" e W astfel că wRw' şi w'Rw" . Ceea ce 
trebuie arătat este că wRw" are loc. Adică dacă oae w, atunci dew”. Însă п p >oop este 
teoremă a sistemului Q*. Bar si deci па > О0о @ este teoremă a acestui sistem. Şi astfel, 


dacă oge w, atunci şi DD œ € w. Însă, cum are loc wRw' , din ooge w rezultă na e w' . In 
fine, fiindcă are loc w' Rw" vom avea ae w" ,ceea ce înseamnă cá wRw" are loc. 


5.5.2. Incompletitudinea sistemului modal Q* s4MBar 


Sistemul modal propozitional 54M se obține din sistemul modal $4 prin adăugarea 
axiomei M: 00 p> Оор. Validitatea acestei axiome reclamă condiția finalitáfii relației R (i.e. 


M este validá intr-un cadru (и, к) ddacă (м, к) este un cadru final). Simplu spus, prin 
finalitatea relației de accesibilitate înțelegem: orice lume we W are relația R cu o lume w 


finală iar и” se numeşte finală даса w” are relaţia R doar cu sine. 
(W, R) a =, Vwe Wdw' e WlwRw ^Vw" e W(w" Rw” 2 (w =w" J 


Sistemul modal Q*S4MBar este sistemul de logică modală a predicatelor 


corespunzător lui $4M plus formula Bar. 
Fie y: оЗхР(х)>0 xxn Р(х) 


Lema 1. y este validă pe orice cadru reflexiv, tranzitiv şi final. 
Demonstraţie. Fie (и, к) un cadru reflexiv, tranzitiv si final. Fie M =(W,R, O) un 
model bazat ре (W, R); fie we W şi o asignare и în M astfel că [n 3xP(x)] ^ - 1. Întrucât 


t 


wRw* (unde w“ este o lume finală), rezultă că Eel) . =1. Există, aşadar, o asignare v x- 


Li 
variantă а asignării и, astfel încât (P(x) = 1. Iar fiindcă w' este o lume finală, vom avea 
[n P(x)]* = 1. Şi astfel [3x п P(x)]'4=1. Şi deci [03x0 P(x)] ^ 21. 

Propozifia 1. y nu este teoremá a sistemului Q* S4MBar . 

Pentru a demonstra această propoziție este suficient să construim un model 
M =(W,R,Q, 1) în care orice teoremă a sistemului O” §4MBareste validă iar y nu. (Idee 
obținută prin contrapozitie din: Dacă Гу, atunci Ь y). 

Fie M =(N,S,N,1). Pentru orice predicat Q#P:Q'=@ iar P' - (à, ue N]. 
Echivalent, [Р(х)]^ =1 ddaca (x! ) € P' ddacá (i), e P'. În acest model y nu este valida . 

Demonstraţie. Întrucât R este reflexivă şi tranzitivă, rezultă că toate celelalte axiome 
ale sistemului Q'S4MBarsuni valide în M. De asemenea toate regulile de deducție ale 


sistemului Q” §4MBar conservă validitatea în model. 
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Fie 44 o asignare arbitrară. Pentru orice ne N, fie v o x-variantă a lui 4 astfel că 
x” =n. În acest caz [P(x)}” =1. Întrucât există o asemenea v x-variantà a lui и, avem 
[3хР(х)}^ =] pentru orice ne N. Si deci [n 3xP(x)]/" «1. De unde, pentru n=0, avem 
[p 3xP(x)];" =1. 

Fie acum un n arbitrar iar v o x-variantă arbitrară а lui yz. Fie acum un m2 n astfel 
că x” # m. În acest caz, [P(x)] «0 si (n P(x)] "-( pentru orice v x-variantă a lui и. Si 
deci [3x п P(x)]'^ —0. Iar fiindcă acest lucru are loc pentru orice ne №, vom avea 
[0 3x a P(x)] 5^ 0. Si astfel, [a];" =0. 

Propoziția 2. Formula од а > оос este validă în M = (w, R, О. т). 

Considerăm formulele elementare Р, Q, R, ... . Pentru orice predicat n-adic О", diferit 
de P, consideram [Q(x,.....x, te =0, pentru orice we W. Fie P(x), monadic, astfel incát 
[P(x)]^ =1 ddacă x^ =i. Fie acum mn iar v o asignare astfel că x" 2n—m. Evident, 
[Р(х)]/ =] ddacá x =m. Si astfel, deducem са dacă x'—x'=n-—m, atunci 
(P(x) = [Р(х]. lar acest lucru este valabil pentru orice formulă a cu l variabile libere, 
fapt exprimat de lema de mai jos: 


Lema 2. Fie œ o formulă arbitrară, mn, u şi v astfel că pentru orice variabilă 
liberă x din a are loc fie 

1. x «ngi x” «m, fie 

2. x - x* Zn-m 

Atunci, [a] = a]; . 

Demonstraţie (inducţie structurală) 

1. Dacă a este o formulă elementară, atunci a este fie o formulă О(х,,...›х„), unde Q 
este un predicat n-adic diferit de P, fie Р(х). Їїп primul caz [a] =0, pentru orice we W 
(prin definiție) si deci Lema are loc. În cel de-al doilea, avem de considerat cele două cazuri 
din Гетӣ. Dacă x“ < n gi x” < m, atunci [P(x)f” =0 si [P(x)I =0 . Pentru 2 din Lema 
presupunem că x” — x” = п-т. Vom avea, corespunzător, [P(x)]" =1 ddacă x^ = n ddacă 
x4 -т=п-т ddacá x" -т= x" — x” ddacá x” = m ddacă [Р(х)|“ =1. 

2. Presupunem cá œ are forma —/. Însă variabilele libere din œ (ie. ~£) sunt 
variabilele libere din 3. Cum, prin ipoteză, lema are loc pentru Д, vom avea [Bh =[/]”. 
Si deci [AB] =[-8]/,есмуаїет! [0 = [a] . 

3. а are forma f» y (luaţi un exemplu; exerciţiu). 

4. a areforman Д. 

a) Presupunem că [п J]^^—1 si n<k astfel cá nRk . Rezultă că [fl =1. Pentru 
orice h astfel că m <h si mRh există k (n < К) astfel încât k —h=n—m. Considerăm fiecare 
pereche k şi А şi orice x liberă din a. 

1°. Dacă x" «ngi x” <m,atunci x" <k gi x” <h. 
2°. Dacă x" —x” = m-n,atunci x" - x* = К А. 
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Si deci dacă 1 şi 2 au loc pentru / în raport cu n şi m, atunci au loc gi pentru k și А. Si 
astfel pl =[p|” (prin ipoteza inducției). Însă [pt =1 şi astfel BE =1. Întrucât pentru 
orice m< h există un astfel de k, vom avea (о B ]7" - 1. 

b) Presupunem cá [n Z]/" 2 0. Există deci cel putin un k, astfel că n<k, nRk şi 
[2] =0. Iar dacă А este astfel încât k -& 2n —m vom avea [5]; =0 şi astfel [од] - 0. 

5. @ are forma Vx. 

a) Presupunem cá [vx] =0. Rezultă că V =0 pentru cel puțin o x-variantá 
p alui 4. Presupunem acum cá pentru orice variabilă liberă y din Vxf , echivalent, pentru 
orice variabilă liberă din Ø cu excepția posibilă a lui x, au loc 1 sau 2 din Гетӣ. Fie А o x 
variantă a lui v astfel că x? — x =n-m. Atunci p si A satisfac 1 si 2 în raport cu n gi m şi 
astfel, prin ipoteza inducției, are loc: [E+ = [в = 0. Şi deci 279 =0. 

b) Dacá [vxph” =0, atunci (ak? =0 pentru o x-variantă A a lui v. Fie p x- 
varianta lui ш astfel că х? – х^ =n-m. Vom avea astfel [8° = [gl =0 şi astfel 
[vxp]^ =0. 

Din această Lemă, sub asumpfiile: 1 are loc si 44— v , obținem: 

Corolar. Dacă x" < m pentru orice variabilă liberă x din @ iar mn, atunci 
[ol = [a]. 

Dat fiind acest corolar, se poate dernonstra validitatea in M -(w, R,Q,1) a formulei 
оба 200a, unde a este o formulă arbitrară. Presupunem [00 2] —- 1. Fie м" astfel că 
ww" şi x" < и” pentru orice variabilă liberă x din a. Din w<w' rezultă wRw'. Si deci 
[00] 7 21. Şi astfel, in acord cu definiţia posibilităţii, există o lume m astfel că w' «m si 
w'Rm şi [a]; =1. Iar fiindcă x“ < w' (pentru orice variabilă liberă x din a) iar w° «m 
rezultă că x^ <m (pentru orice x). De unde, prin corolarul de mai sus, pentru orice n, astfel că 
msn, [at =1 şi astfel [na], 5 1; şi astfel [ona] ^^ - 1. 


Teoremá 2. Sistemul Q* S4M Bar este incomplet. 

Demonstraţie. Prin Propoziția 2, de mai sus, am văzut cá ооа D Ông este validă in 
modelul M -(W, R, Q,1).Cum M este reflexiv si tranzitiv rezultá cá orice teoremá a 
O" S4M Bar. este validă in M. Însă, prin Propoziția 1, am văzut că formula y nu este teoremă 
a Q' s4MBar. lar prin Lema | am văzut cá y este validă in orice cadru reflexiv, tranzitiv si 
final (i.e. orice cadru pentru $4М ). Şi deci y este validă in orice cadru Q*S4M Bar . Aşadar, 


nu toate formulele valide ale Q* S4MBar sunt teoreme. Şi deci 0° S4MBar este incomplet. 


5.5.3. Completitudinea sistemelor modale Q* 5 


Asa cum am vázut in 5.1. constructia unui sistem axiomatic modal nu este 
independentă de considerații filosofice. Acceptarea, de exemplu, a formulei Bar ca axiomá are 
ca suport filosofic ideea: “Dacă orice posedă în mod necesar o anumită proprietate P, atunci 
este necesar ca orice să posede acea proprietate”. Insutenabilitatea acestei idei are ca sursă 
faptul că chiar dacă orice există actualmente este în mod necesar P, aceasta nu înseamnă că n- 
ar fi putut exista entităţi care n-au această proprietate, caz în care consecventul implicatiei Bar 
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n-ar mai fi un adevár necesar. Asadar, validarea formulei Bar este conectatá cu ideea cá 
aceleaşi obiecte există in orice lume posibilă. Si deci respingerea acestei idei antrenează si 
schimbări în semantică. 


Pentru sistemele Q* 5 un model este cvadruplul (и, Р, y(Q), i), în care W, К, 1 sunt 
itemii specificaţi în 5.3., iar y (Q) este o funcție de la W la mulțimi M c Q. (О), , abreviat 
Q. , reprezintă lumea obiectelor (logice) din lumea w, respectiv acele elemente din Q care 
sunt elemente ale lumii w. Iar dacă într-o formulă P(x), în care x este variabilă liberă, lui x i 
se asigneazá în lumea w un element care nu aparține domeniului acelei lumi, i. e. ©, putem 
admite că P(x) este adevărată sau falsă (şi nu lipsită de sens!), deoarece care elemente fac 
parte din P' acest lucru este specificat în fiecare lume. Pentru acest motiv clauzele [R], HJ. 
[e], [0] şi [0] din Def. 2, 5.3., rămân neschimbate. Doar [v] şi [3] se modifica. 

[У] [vxo] =1 ddaca [a]; =1 pentru orice v x-variantă a asignării И, astfel că 
x EQ. 
([3 ] — corespunzător ) 
Iar Def. 3, 5.2. devine 


Definiţia 3°. O formulă a este validă într-un model (W,R, v(Q),) dacá [a] =1 
pentru orice w€W si pentru orice asignare и astfel că x" € 9), pentru orice variabilă x. 


Este uşor de văzut că orice teoremă a Q".5 este o formula validă (ie. adevărată in 


orice exemplificare a ei) în acest model. Bar, în schimb, nu este întotdeauna teoremă (comp. 
Exerc. 1, Cap. 5). 


Demonstrația  completitudinii sistemelor Q*§ este similară  demonstrárii 
completitudinii sistemelor @Q*S Barcu ajutorul metodei modelelor canonice. Pentru 
construcția unui model canonic presupunem, similar expunerii din 5.5.1., două limbaje £,° si 
£,°*, astfel încât £ °* conţine o infinitate de variabile noi în raport cu £,». W reprezintă 


mulțimea tuturor mulțimilor maximal consistente. Însă întrucât lumile posibile diferă sub 
aspectul individuali lor care le compun (i.e. variabilele individuale), acestea vor fi mulțimi 
maximal consistente de formule în limbajele aferente. O lume w în modelul canonic va 
contine formule din £,*(w), limbaj care confine toate variabilele din £,* şi posibil unele 


variabile din £,**. 

Definiţie. Fie £ şi £ două limbaje care contin aceleaşi simboluri predicative. Г este 
o extensie proprie infinită a limbajului Ldacă L conţine o infinitate de noi variabile 
individuale, neconfinute în г. În acest caz vom spune că £ este un sublimbaj al limbajului 
E. 

Teorema 1. Fie мє W şi nange W. Atunci există o mulțime maximal consistentă şi 
@ -completá în L," (w) care confine £,°(w) astfel cà Ур uba)cw. 

Demonstraţie. Fie £,» (w) un sublimbaj al £,°* iar £p" (w) un sublimbaj al £p o(w). 
Mulțimea wg ul—a) este o multime consistentá (prin Lema 4, 4.3.1). Evident, toate 
formulele acestei mulţimi sunt formule ale £,°(w). Întrucât £,*(w) este un sublimbaj al 
г, ofw) mulțimea w, Ufha} admite o extensie consistentă şi &-completá în £, «(w), А 


(prin Th. @ -completitudinii). Iar prin Lema lui Lindenbaum w admite o extensie maximal 
consistentá, 
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Modelul canonic pentru un sistem Q* 5 este, în esenţă, cel din Def. 2 din 5.5.1., cu 
următoarele specificări. W este mulțimea tuturor mulțimilor maximal consistente si @- 
complete într-un limbaj £p °*. wRw are loc ddaca pentru orice оає м, «e w , echivalent, 


pentru orice O@Ew, wg c w. О este mulțimea variabilelor din £,°* iar O, este mulțimea 
variabilelor din 2, <(w). Dacă xe Q, atunci P(x) 2 P(x)e w şi deci $ n(P(x) > P(x))e w. 
lar dacă wRw , atunci P(x)> P(x)e w şi astfel хє €2,. Adică Lp” (w) este un sublimbaj al 
Lev), respectiv Q, CQ .. Deci, dacă wRw , atunci Q, C 9, (clauza incluziunii). În 
fine, [P(x,..... x, yo =} ddacă EON e Р! ddaca P(x,.... x,)e w. Iar funcţia asignare 4 


este astfel cá, pentru orice x, x" =x. 


Teorema 2. Pentru orice formulă œe L,°(w) şi pentru orice we W : [a] 21 ddacă 
Qe vw. 


Demonstrația acestei teoreme este, in esență, demonstrația teoremei 3, din 5.5.1., cu 
unmătoarele specificări. Dat fiind faptul că lumile posibile sunt mulțimi maximal consistente 


de formule în diferite sublimbaje ale £,°*, în 2 din Th. 3 (5.5.1.) trebuie adăugată mențiunea 
-@є £,"(w), din care conchidem ae £,°(w), menţiune necesară, deoarece ipoteza 
inducției se aplică numai formulelor acestui limbaj şi pentru că о conchidere de genul: din 
ae w rezultă cá —ae w se poate face doar pe baza faptului că ae г, (и), deoarece w 
este maximal consistentă doar în £p” (w). 

Din aceleași considerente în 3 din Th. 3 introducem asumptia a 2 Be £,*(w), în 4а) 
v este o x-variantá arbitrară a lui yw astfel cá x'eQ 
Vxa@e £,»(w) iar în 5b), oae £,°(w). 


, în 4b) introducem asumptia 
Completitudinea sistemelor Q'S se obține ре baza Can (din 5.5.1.). Mai exact, 
obținem completitudinea acelor sisteme .5 în care cadrul modelului canonic pentru Q" 5 este 
un cadru pentru 5 (e.g. K,T, D, K4, $4). 
Remarcă. Aga cum am menționat în 5.2.2., în anumite sisteme modale, eg. 0'8 si 


О* $5 formula Bar este demonstrabilá. Aşadar, pentru ОД si pentru orice extensie a acestui 
sistem, demonstrarea completitudinii se face în modul indicat în 5.5.1. 


5.5.4. Incompletitudinea sistemelor Q* 54.4 şi О "54.9 

Demonstrarea incompletitudinii unui sistem de logică modală cuantificată Q".5 
înseamnă indicarea unei formule valide în toate cadrele (и, к) pentu S dar care nu este 
teoremă a sistemului Q'.. Sau, echivalent, indicarea unei formule nesatisfiabile pe orice 
cadru (w, R) pentru 5 даг саге este o formulă consistentă a sistemului Q*S. 


Sistemul modal 54.4 este sistemul 54+ R1:po(0unpoup) iar $49 este 
$4.4 + M18: (6a p 2 p) v (Q0 q > 009). 

Demonstrarea incompletitudinii celor două sisteme are următoarea structură. Fie 
a:0( Ухдо P(x) A3xAP(x)). Trebuie arătat că: 


1. Orice cadru (и, к) reflexiv si tranzitiv in саге @ este satisfiabilà satisface 
condiția: Cond: 3w, Vw, (w,Rw, 2 3w,(w,Rw, ^ —w,Rw, )) (Cf. Exerc. 5). 
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2. Axioma Rl a sistemului 54.4 este nesatisfiabilă într-un asemenea cadru (Cf. 
Exerc. 4). 


3. Din 2 şi 1 deducem că dacă nici un cadru (W,R) pentru 54.4 nu satisface Cond, 


atunci @ este nesatisfiabilă în orice asemenea cadru. Rezultă са —a este validă in 
orice cadru pentru 54.4 si, implicit, în orice cadru pentru 54.9. Pentru a arăta cà 
formula Q*.49-validà —a nu este teoremă a sistemului Q* 54.9 trebuie 
construit un model in care 
a) œ este satisfiabilá (echivalent: —@ nu poate fi teoremă a sistemului 
O" 54.9. 


b) Toate teoreinele sistemului 54.9 sunt valide (mai exact, R1 si M18 sunt 
adevárate in orice lume). 


Fie M următorul model (W, R, 9,2) , unde 


W este o mulțime numărabilă 
R este o relaţie reflexivă şi tranzitivă 
Q este mulțimea numerelor naturale, Q, = 10,1,2,....i) 


Q' =Ø pentru orice О 2 Р. (e). € P' ddacà e « n. Adicà ín fiecare lume posibilà P 


este adevărat strict despre primele n -l elemente. 


a) @ este satisfiabilă în M; i.e. la] =] 
Formula Ях—Р(х) este adevărată in orice lume, deoarece in lumea w, elementul n 
aparține domeniului Q, însă n€ Р'. Apoi, pentru orice єє О, are loc: pentru orice 


m>n, (e), e Р! şi astfel [Vx00 Р(х)]^ =1. Ceea ce înseamnă că pentru orice asignare р si 


pentru orice we W are loc: ( Vx0a P(x) ^ 3xAP(x)]/" »1. Cum pentru orice we W are loc 
wyRw, avem [n( Vx 00 Р(х) ^3xP(x)] 7-1. 

b) R1 si M18 sunt valide їп M. 

Remarcăm mai întâi cà daca pentru orice variabilă liberă x din formula a în lumea w, 
x" e Q, atunci œ păstrează această proprietate (Prop), în asignarea 4/, în toate lumile w, 


astfel cà wRw,. Iar în raport cu orice asignare considerată //, orice formulă @ are cel mult o 


posibilitate să-şi schimbe valoarea ei de adevăr: imediat după prima lume în care @ are Prop. 
Dat fiind acest lucru, cele două axiome, R1 şi M18, sunt formule valide їп M. Fie 
Во (00 B 5n f) o exemplificare a R1. Presupunem că această formulă are Prop în lumea 


w, în raport cu asignarea 4 şi presupunem că [8], =1. Atunci există următoarea alternativă: 
ori 8 este în continuare adevărată în orice lume care succede lui w,, ori f este falsă în orice 
lume care succede lui w,. Însă dacă On В este adevărată in w,, atunci 8 nu poate fi falsă în 
nici o lume w, , m > n şi deci a trebuie să fie adevărată în orice lume care succede lumii w,. 
Ceea ce implică Faptul că [oa]; =}. În ceea се priveste M18, fie 
(Qa BD B )v (n0 yD SY) o exemplificare a axiomei M18. Dacă [00 AL. =1, atunci @ 
rămâne adevărată în orice lume care succede lui w, şi astfel [007] n a]. 


Aşadar, orice teoremă a sistemelor Q".54.4 şi Q*54.9 este formula validă în modelul 
considerat, M, iar —a, de mai sus, desi validă, nu este teoremă a acestor sisteme. Si deci 
054.4 şi Q*S4.9 sunt sisteme incomplete. 
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Remarcă 1. Sistemele Q* 54.4 si Q*54.9 sunt exemple tipice de sisteme de logică 
modală a predicatelor, care sunt incomplete fără formula Bar. 

Remarcá 2. Asa cum am vázut mai sus, validitatea formulei Bar este conditionata de 
existenta acelorasi lucruri in toate lumile posibile, idee filosofic problematicá!$. Ce se 
întâmplă cu conversa formulei Bar? 

CBar DVxP(x) > Ухо Р(х) 

Aceastá implicatie spune: “Daca in orice lume w, orice lucru din w, este P, atunci 


orice lucru este P în orice lume posibilă”. Putem, fireşte, admite antecedentul acestei 
implicații, nu însă şi consecventul, deoarece s-ar putea ca un lucru dintr-o lume oarecare (fie 
aceasta lumea noastră!) să nu fie P într-o altă lume, ba chiar nici să nu existe în acea lume. 
Aceasta ne arată că validitatea formulei CBar este condiționată de clauza incluziunii 
(menţionată în 5.5.3.). 

Remarcă 3. Abandonarea clauzei incluziunii atrage după sine modificarea aparatului 
conceptual utilizat în construcția unei logici modale. Putem, fireşte, considera că toate 
formulele modale sunt definite, respectiv că acestea au o valoare de adevăr în orice lume, 
chiar şi atunci când variabilelor lor libcre le sunt asignate obiecte care nu există în acea lume. 
În consecință, conceptul validității trebuie redefinit: o formulă œ a £,° este validă dacă este 
adevărată în orice lume şi în orice asignare (chiar dacă valoarea asignata vreunei variabile 
libere nu există în acea lume). Numai că, în acest caz, validitatea unei formule fundamentale 
ale logicii nu se mai conservă. Fie, de exemplu, următoarea exemplificare a Univ 1°: 
VxP(x) 2 P(y). Dacă orice lucru din orice lume are proprietatea P iar un element e€ Q, n- 


are această proprietate, atunci pentru y" =e vom avea [vxP(x) > POE = 0. Nevaliditatea 


axiomei Univ 1“, intc-un asemenea caz, are ca sursă faptul cá domeniul cuantificatorilor este 
strict registrul lucrurilor care există. Restabilirea validității axiomei Univ 1 se poate face prin 
introducerea unei restricții pe asignári, respectiv prin introducerea explicită a unui predicat al 
existenţei, Ex, definit astfel: [Ех] (e). є Ex ddacá ee О, . 


Cu un asemenea predicat, Univ 1* devine 
Univ V Ex — (Vxa ^ Ex(y)) > a(x/ y)" 
Restul aparatului semantic este cel din 5.5.3. 


16 A. Prior oferă o interpretare temporală a operatorului „necesar”: DP înseamnă “este şi va fi întotdeauna faptul 
cà P". În această interpretare Bar devine: “Dacă orice lucru va fi întotdeauna Р, atunci întotdeauna асе] lucru va 
fi P”, Neplauzabilitatea ei rezultă din faptul că deşi putem admite că orice lucru care există acum va fi 
întotdeauna P, de aici nu rezultă că întotdeauna va fi cazul că orice există este P (Cf. Time and Modality, Oxford 
UP, 1957, 26-28). 


1 : DENTIS N ien 
U Această expresie este corespondentul axiomei Univ 1* in "free logic". 
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Exerciţii 


1 Fie ОК. Fie următorul model: W ={w,,w,}wRw,, Q={e,,e,}, О, ={e,} 


Q, = {е,е,}, Р‘ = Ye)... e) NI Determinati valoarea logicá a formulei Bar in acest model. 


Este Bar о teoremă a sistemului Q'X ? 
2. Este conversa formulei Barcan (CBar) falsificabilá în modelul de mai jos? 
CBar: o VxP(x) > vxo P(x). 


ii ia) wRw, (i212),0 = {е,,е,}, О, = 16.6]. 9, ={е}. 


P' = fe)... е›) Xe). ] | 


Solutie D Exerc. 1). 

3. Sistemul modal 54.4 este sistemul 54+R1: p 2 (0n p оор). Acest sistem este 
caracterizat de clasa tuturor cadrelor reflexive si tranzitive care satisfac conditia: 

(*) (w,Rw; ^W *W;^wRw, ) D wJRw, 

Arátati cà modelul canonic Q* §4.4Bar satisface această condiţie. 

4. Să se arate cá R1 poate fi falsificată pe un cadru (W,R) reflexiv şi tranzitiv şi care 
satisface condiția: Jw, Vw, (Ки, > 3w, (w,Rw, ^ —W4,Rw; ). 

5. Fie œ următoarea formulă a £,*: o( Vx Oo P(x)^ 3xP(x)). Să se demonstreze că 
dacă a este satisfiabilă pe un cadru (W,R) reflexiv si tranzitiv, atunci (W,R) satisface 
condiţia din exercițiul 4. 

6. Fie О" sEx următorul sistem modal în care 5 este orice sistem normal de logică 
modală propozitionala'®: 


Axiome: Ax I* (din sistemele Q*S) 
Univ 1" Ex (Vxa ^ Ex(y)) > a(x/ y); cu x si y variabile arbitrare. 
Distr vx(a > B) 2 (уха > VxB); cu a, B х arbitrare. 
Eq a = Уха; x nu este liberă în @ 
UnivEx VxEx(x) 


Reguli de deducție: MP, N, Gen, GenMod 


GenMod a, 2un(aq, 2..2a(0, 2uf)...) ; x nu este liberă in œ ,..., Œ, 
а, 2u(g, 2..2n(a, 30vxf)...) 
a) Demonstrati, în О" Ex , următoarele teoreme; 
Thl. Vy(vxa ^ Ех(у)) > a(x/ y), unde x si y sunt variabile arbitare 
Th2. Ухо = Vy, unde a şi Д sunt similare (sau variante alfabetice: B= o(x/ у) iar 
= В(у/ x) cu x nu este liberă în A iar y nu este liberă în a) 
Th3. 3y(a(x! y) 2 уха) 
b) Demonstrati corectitudinea acestui sistem (in raport cu conceptual validității 
menționat în Remarcd 3, 5.5.4). 
7. Fie Q'SBarld sistemul modal axiomatic specificat in 5.4. Remarcă 2. Să se 
demonstreze cá in acest sistem formula Nec/d este o teoremă. 
Necld (х= y)>a(x= y) 


8 Este sistemul din Hughes si Cresswell, A New Introduction..., 293. 
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8. Fie Q"@Barld, unde B este sistemul modal propozitional brouwerian. Să se 
demonstreze cá în acest sistem NecNonld este o teoremă. 
NecNonld (х= y)Da(x# y) 


9. Sá se demonstreze cà formula adxa 253xu« este o formulă validă într-o 
semantică de genul celei specificate in 5.4. Remarcă 3. 
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Solutiile exercitiilor 


Capitolul 4. Logica modalá propozițională (г, ) 


4.1. Sintaxa £,” 


4.1.2. Sisteme de logică modală propozițională 
Sistemul modal K 


1. Se utilizează următoarele formule valide ale L,: (p =q)>(p>q), 
(p=q)> (92 р), din саге, prin MP, se obțin p 2 q şi q > p, din care, prin Subst, se obțin 
ао В si foa, din care, ріп К, se obțin Qa>of şi попа. Pe baza 
(p>q)>[(q> p)>(p=q)) plus substitugile adecvate obținem rezulztatul. Acelaşi 


rezultat se obține dacă în locul R, utilizăm N şi К. 


2. K,.Din K,, К, (p24)»2[(q2 p)>(p=q)l, Subst, MP. 
K,. Din p>(pvq), a2 (pva), Ry, (p2a4)5I(r2 q)2 (pv r) 2 q)1 Subst: 
plap, dalol p v q), rinq, MP. 
K,. Din (p^4)2 p, (p^a)2 4. Rs, (p> 4)2l(p 2 7) > (ро (a^ 7))), Subst: 
p (p ^q), qp, 104. 
K,,. Demonstrām această teoremă într-o forma echiveridică (i.e. echivalentă): 
(0p^aq) >29 pag) eq —0(pAq)> —(0pAng) eq ac(p^4)2 (39pv-aq) eq 
07( pAg)D(O7 pv-u0q) eq (aS(p^q)^üq) 20-p. Însă aceasta implicatie are loc, 
deoarece D—(pAq) eq G(q2-p) eq 5q2a-p şi deci formula devine [(ag 2 0-1p) 
^nuq]2 nap (prin L, ). 
K,,. Presupunem argumentul stâng al echivalenfei şi, prin derivări corecte, 
obținem argumentul drept. 
al(paq)>r]=alor Aq)>—pl=anlor ^а) 2 р] (pin. N) &ate(^r ^ 4) 2 à—71 
(prin К, )=о[(о >r ^ па) 2 ap] (prinK,) =(>04pA oq) > ^0-r (prinL,) = 
z (0p ^ aq) > Or] (Intersch). 
K,, - similar. 


4. 1.(рла)әа, L, 
2( p^Op) 250p; 1 40р 
3. о[(рлдр) 250p] ; 2 № 
4. a(S( pa Op) v Op) ;3 L, 
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5. a[(— pv 0p) v 9p] ; L, 

б.п(— pv 0p) м 00р; 5 К, 

7. 80332 pv 070pv 0p ;6 К, 

8. 30 pv 300p v 00р ; 7 Intersch 

9. (0 рло0р) м00р;8 L, 

10. (0 рлодр) 2 00р; 9 L, 

11. a((9 рлодр) > 00р]; 10 N 

12. o[(00 рл до0р) 2 000р]; 11, Ky, 

13. a[(000 рл adap) 2 0000р] ; 12, Ku, 


Sistemul modal 1 


1. T, plus К, (Subst). 


2. Trebuie să arătăm cá axiomele si regulile unui sistem sunt deductibile in celălalt. 
Aşadar: a) cá 0 p 2 p este deductibilă їп X +ро 0р si b) саро Op este deductibilă in T 
a): p> 0р + Subst (p/ ^p ) + contrapoz + Intersch. b): p> Op este Т,. 


3. Dinap2p + T, +L, 


Sistemul modal © 


І K, + Subst (g/p) + D, 

2.N+D+ Subst + MP 

3. În q 2 (p 5 p) subst g/a+ R, + MP 

4. Formula este echivalentá, prin L, cu =op V 04У рма), adică 


0—рм0—9У (рм), adică 0(—p v-—4qv pv4), adică 0(ру-р), adică 0( p > p). lar 
0 p 2 p)este tocmai D,. 
5. Din p> p+N+D+MP. 


Sistemul modal K4 


K4, 


1. (0рлоо0р) 2 ((p^c0p) ; K a + Subst 
2.0( p^q)2 (pag); K, 

3. (p A 09p) 2 (0p A 0n0p) ; 2 + Subst 

4. (p24)5l(a2 (r^s) S (v2 s)] 

5. Op Aan0p) > 900p ; 1, 3, 4, Subst, MP 
6. о(0рл o00p) > одо0р; SN + К 

7. оро оор; 4 

8. oop D опор; 7 + Subst 

9. ap ооор; 7, 8 L, 

10. o0p > aondp ; 9 + Subst 

11. n0p D (00p A oaa0p); 10 
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12. o0p 2 a(0p ^ nap) ; 10, K, 
13. одр > 0000p, 12, 5, N, prin L, 


K4,: Din K4,, K4, prin L,. 


K4,: Din (род) =[(рла)= p] + 4 + Subst p/ap, g/acp. 
Sistemul modal 54 


1. с)п0р59адр Lp250p;T,, 2. pd 000р; 1 Subst 
d) a9%p2 %09%p 1.pD0p; 2. оро оор; 1 ріор; 3. пдро 0o0p ;2 R, 
op о0р din a) şi b) prin L, etc. 
e) 000pD 0p; 1. одро 0р; Т + Subst; 2. 000p 25 00р; 1 R,; 3. 050p > Op; 
2 S4, , Inloc 
f)000pa0p; Lo0poOp; Т + Subst; 2. 000p200p;1 R,; 3. 0n0p 250p; 
2 S4, , Inloc 


2. одс0р=о0р ; 1. an0p> a000p ;cR,, 2.00p> одоор; 1 S4, ос, 
3. ододр > ap; f R, ; Din 2 şi 3, prin L,, se obține rezultatul. 


3. Din K4, Subst p/-p + Contrapoz + Intersch. 


5. Trebuie să demontrám cá sistemul §4°, ale cărui axiome sunt L,, K': 
o( p> 4)2 о(оро aq) si T: ap p, este deductiv echivalent си 54. 
Trebuie să demonstrăm : 1. a) K şi b) 4 sunt demonstrabile în 54° 
2. K' este demonstrabilă în 54 
1. a) К este demonsteabilă în 54 

1. o( p254q)2u0(0p209) ; K’ 

2.0p>p;T 

3. a(np 2 aq) > (0p > 19g) ; 2 plop > 0q 

4.0( p24)20(05p2a09);1,3 L, 


b) 4 este demonstrabilă in $4` 

1. p> ((p>p) эр) 

2. Op> O(( p> p) >р); І К, 

3.a((p3p) эр) >00 (рор) 20р); К',р/рор, 41р 

4. оро (о (рор) опор); 2,3 L, 

5. o(0 ( p Dp) > ор) > (o0( p > p) > пор); Kp/ olp >p), g/ap 

6. ((p>a)>la>(r>s)lr>(p>s):L, 

7. oo(p>p) > (оро oop) ; din 4 si 5, prin 6, cu subst: p/ap, 
qla(a(p> p) Dap), r/aa(p >p) , sloop plus MP 

8.p2p;L, 
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9 p2p);8N 
10. cpa(p> p); 9N 
11. оро oop, 10,7 MP 


2.n( p D q)>o(0p > ug) 

1.0( p> q)D(Qp>aq);K 

2. o(0( p2q4)2(0p209) ;1N 

3. a(a( p> qg)D (ap2a9)) > (00( pI g)>0 (Gp a9); 
1 p/a( p 2 4), q/ap> од 

4. 00( p34)2n(ap2n9) ; 2,3 MP 

S. op D oop ; 4 

6.0(p>q)>00(p>4);5p/(p>q) 

7.0( p234)2 (ap2u0q);6,4MP 


6 | L00p20p; S4, 
2. 0X p254)250(p24);lp/p24a 
3.9(p>q)=(ap>%q) ; К, 
4. (p> 04) D9 (pq) ;2, 3 Шос 


Sistemul modal 55 


1. Cum am văzut, Op=oop este o teoremă a sistemului $4. Este aşadar suficient să 
demonstrăm cà $5 este o extensie a sistemului 54, respectiv cà axioma 4: op > oop este 
demonstrabilà in $5. Demonstrația este simplă: 

l.p2 0p ; T, 

2. оро дор ; 1 p/ap 

3. 0np=00ap ; S5, plap 
4. сро одор; 2, 3, І, 

5. ap2 oop ; 4, S5, 

Faptul cà 4 este demonstrabilă in $5 iar 5 nu este demonstrabilă in $4 arată са $5 
este o extensie proprie alui 54. 


4. Tot ceea ce trebuie să arătăm este deductibilitatea lor reciprocă. Mai exact, că în 55 


sunt demonstrabile axiomele 4: op оор (fapt arătat mai sus, în exerciţiul 1) şi B, iar in .$5" 
este demonstrabilă axioma 5: 0p > одр. 


Demonstrația lui Bin $5: 1. p> Op; T, 
2.0p2 oop; 5 
3. p> о0р.; 1,21, 


Demonstrația lui Sin 55°: 1. 00p> 0р; S4, 
2. п00роп0р; 2 К, 
3. 0p D 000p; din B + Subst 
4. 0p>00p; 3,2 Lp 
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5. Trebuie să arătăm cá a) in §5 este demonstrabilà D, si b) în .$5" este 
demonstrabila T. 


a) $5 este T + 5 iar D este o teoremă a lui T , obținându-se din T, T, prin L,. 


Sistemele modale Triv şi Ver 


Trebuie să arătăm că sistemul K + Triv + Ver este inconsistent, fapt elementar, căci 
dacă ор si р =0р, atunci p este teoremă si deci orice formulă este teoremă (prin Subst). 


Sistemul modal 8 


p>o0p;B 

=p D nop i 1 p/^p 

=p 27 Фор 

(p24)2 [ро -r)2 ( 5 q)) 

op одр ; 1 şi 3 prin 4, cu subst g/aOp, ғ/00р 


мл Р шо гюе 


Sistemul modal GL 


l. a rezultă din GL,, prin contrapoz + L,; f rezultă din a prin subst p/—p + 
Intersch; y rezultă din GL, . 

2. Din GL,, Subst + L,- 

3. Din GL,, Subst p/T + Contapoz: ~no =00T ; însă п0Т=п-п-—Т=п-п.1 şi 
deci sol = ~o~ L (Inloc). 


4.2. Semantica logicii modale propozitionale 


4.2.1. S-validitatea formulelor Е." 


1 Cum orice teoremă a lui T este validă pe un cadru reflexiv, verificarea nevaliditatii 
acestei formule presupune construirea unui cadru reflexiv in care formula nu-i validá. Mai 
exact, un model bazat pe un asemenea cadru, astfel încât pentru o weW V(p 230p w)-0. 


Fie W ={w,,w,} astfel încât wRw,, wRw, w,Rw, si V(p,w,)=1 iar V(p,w,)=0. Într-un 
astfel de model V( p > пр,м) =0. 


2. Trebuie construit deci un cadru reflexiv (w, R) în care 4 nu este validă. Respectiv, 
un model (W,R, V) , bazat pe (W,R) їп care 4 este falsá. Fie W -(w, ww) astfel că wRw, 
w.kw,, w,Rw,, wRw,, w,Rw, şi non wRw;. Fie V(p,w)=1, V(p,w,)=1 51 V(p,w,)=0. 
De aici deducem a) Viop,w)=1, pentru cá wRw si wRw,, iar in w şi w, p este adevărată, si b) 
V(ap, и) 20, pentru cá w,Rw,, iar în w, p este falsă. $i deci V(anp,w) =0. Şi deci, din a) şi 
b) rezultă V(ap 2 aap,w) - 0, pentru cá wRw,. 
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3. Trebuie construit un model (W,R,V) bazat pe S4-cadru (W,R) (ie. reflexiv si 
iranzitiv) astfel încât pentru o lume we W: И(0р > о0р,м) = 0. Presupunem W ={w,w,}, 
wRw, wRw,, wRw, sinon w,Rw,, V(p,w)21 şi V(p, w,)=0. Avem V(0p,w)=1, pentru cá 
in w p este adevărată, iar wRw are loc. V(0p,w,)=0, deoarece in w, p este falsă si non 
м Rw. V(00p,w)= 0, deoarece wRw,. De aici falsitatea formulei în modelul considerat şi deci 
nevaliditatea ei într-un cadru $4 . 


4. Observăm mai întâi că dacă R este convers bine-fondată, atunci R este ireflexivă, 
căci dacă wRw, atunci există o mulțime nevidă (e.g. (wb fárá cel mai mare R-element. Mai 
irebuie sá demonstrám conversa: daca R este ireflexivá (i.e. (w, R) este ireflexiv), atunci R 
este convers bine-fondată. Presupunem că R este ireflexivă si nu este convers bine-fondată. 
Observăm mai întâi că dacă w,,...,w, este un şir de elemente din W astfel cá w,Rw,,, (pentru 
orice i«n), atunci w; Zw A daca i<j (căci, în caz contrar w, =w; iar prin tranzitivitate w,Rw ә 
ceea ce contrazice ireflexivitatea). 

Din asumptia faptului cá К nu este convers bine-fondată, rezultă cá există o submulțime 


nevida Гс № astfel cá pentru orice мє Г există w, e Г si wRw,. Atunci, pentru orice n>0, 
există un şir w,,...,w, de elemente din Г astfel cá w,Rw,,, pentru orice i<n. Si deci pentru 


orice n>0 mulţimea [GW are n elemente. W este așadar infinită, ceea ce contrazice 
asumptia făcută. 


4.2.2. Verificarea validității formulelor în sistemul modal .55 


Q,:G(pecupou(pesau(p^-p) 

a((p2-ap)^Conp2 p)JDo[ p 23n0(p^-p)^-an(p^cp) 2р] 

—a(p> 0ap)A(0—p2p)v о Уру nn p^-p)^(& pap )y p) 

[0S (руд р) л (03 pv p) val(op vO(p^cp)^(n p^^p) v p)] 

[€( p ^ 303p) ^ (ap v p) v [n(^p v 0 (рл тр) л о(о(рл тр) v p)] 

[€(p^ap)^(ap v p)lv[n—» v 07( p ^—p)] ^ (an( p Aap ) мор) 

[00 p^ap)^(npv р)]у [apy on pAnp))A (OC p^-^P) v ap)] 

(0pvacpvOpv-—p)^(opvn(p^—p)vap(opva-pvOo-O(p^-p)^ 
Ap va(p^cp)vap) ^(apvp vaopvOc(pvop)^(upvp VOC panp )v ор) 


4.2.3. Cadrele sistemelor modale 


1. Aceastá asertiune impreuná cu conversa ei formeazá Teorema 1. Conversa rezultá 
imediat din Teorema corectitudinii. Aşadar, presupusă fiind Th. corectitudinii, demonstrarea 
asertiunii completează demonstrarea Teoremei 1. 


Presupunem cá (W, R) nu este reflexiv. Există aşadar o lume we W , astfel cá non wRw. Fie 
(W,R,V) un model bazat pe (W,R), astfel că V(p,w)=0 si V(p,w,)=1 pentru orice 
w € W, astfel cá w, +w. Din non wRw deducem cá V(Op,w) 21, deoarece p este adevărată 
în orice мє W astfel că wRw, (iar wRw nu are loc). Însă V(p, и) =0 (prin asumptie) si deci 


V(ap>p,w)=0. Si deci a p 5 p nu este validă în (W,R). 
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2. Presupunem cá (W, R) este serial si ор 2 Op nu este validă in (W, R). Existá 
aşadar un model (W,R,V) bazat ре (W,R) si o lume we W astfel cá V(n p 2 0p,w) - 0. 
Adică 1. Wop,w)=1 si 2. V(0p,w)=0. Însă wRw, are loc pentru и, e W (R fiind serială prin 
presupozitie). De unde, din 1, deducem V(p, w,)=1. Iar din 2. V(p, w,) =0. Contradictie. 


3. Presupunem că (w, R) este netranzitiv. Adică există w, w, w, Є W , astfel că wRw,, 
w,Rw, şi non wRw,. Fie (И, R,V) un model bazat ре (W, R), astfel că V(p,w,)=0 si 
V(p,w,)=1 pentru orice w, € W astfel că w, + w,. Atunci V(op,w)=1. Însă cum w,Rw si 
V(p,w,)= 0 avem Wap, w )=0 şi deci WVoop,w)=0. Rezultă cá (ap oop,w)=0 si deci 
formula este nevalidă in (W, R). 


4. Presupunem că p> одр este validă їп (И, К). Fie wRw, şi V(p,w,)=1 ddacă 
м, = w. Avem aşadar Vip,w)=1. Din asumptia validității implicatiei deducem V(00p,w)=1. 
Si, cum are loc wRw,, deducem V(Op, м)=1. Există aşadar о lume w, astfel cá w Rw, si 
V(p,w,)21. Cum V(p,w,)=1 ddacá w =w rezultă cá w,Rw are loc şi deci R este 
simetricá. 


5. Presupunem cá (w, R) nu este simetric. Există aşadar două lumi w',w' e W astfel 
cá w'Rw" însă non w"Rw'. Fie (W,R,V) un model bazat ре (ИУ, К) în care V(p,w )-0 si 
V(p,w;)-1 pentru orice w,e W astfel cá м +w". Atunci 1. V(^p.w')«1 (prin Cond 
[^a ]). Din non w" Rw' deducem V(op,w™ )-1 (pentru cá p este adevărată in orice lume, 


alta decât w” iar relația w" Rw' nu are loc). Si deci V(~ op, w" )z 0. Din w'Rw" deducem 
2. (oop, w') 20. Iar din 1 şi 2 deducem V(—p> nAüp,w )20. 


4.3. Modele canonice 


l 1. Reste reflexivá ddacá R este 0,0,1,0-conv. 

Prin Conv, R este 0,0,1,0-conv ddacá VwVw, Vw, (mum ^wR'w,)2 Зи, (w,R'w, Aw,R°w,)| 
ddaca VwvVwNwij(w =W,Aw= w,)2 3w, (w, Rw, Aw, = w Jl ddacă Vw wRw ddacă R este 
reflexivă. 

2. Reste simetrică ddacă R este 0,1,0,1-conv. 
Prin Conv, R este 0,1,0,1-conv ddacá Ywyw Vw, (К, ^wR'w,)2 Sw, (К, Aw,R'w, J 
ddacá VwVw,Vw, [(w = w, AwRw,) > aw, (w, = m ^ w,Rw, )| ddacá vw, vw, (wRw, > w,Rw,) 
ddacá К este simetrica. 

3. Reste tranzitivá ddacá R este 0,2,1,0-conv. 
Prin Conv, R este 0,2,1,0-conv ddacá VwVw, Vw, (Row, AwR2w,)> Зи, (w,R'w, лм, К J 
ddacá VwVw,Vw, { [w= w, A3v(wRv ^ vRw, )] > Aw, (и, Rw, Aw, = w,) ) ddacá 
Vw Vw, [Av(w, RvavRw,)> ии, | ddacá Vw,VvVw, [(w,Rv ^ vRw, ) =) wRwj] ddacá R este 
tranziti vá. 
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2. Teste S-inc. Căci din cele două implicaţii demonstrabile în 5, prin L,: 


(p>q)> [р ок) > -(q ^r)) prin substit p/a, qlan..aad,, riB A...Af prin MP, 
obținem rezultatul. 


4. Tot ceea ce trebuie demonstrat este faptul cá R este conexá. Plecăm aşadar de la 
ceea ce înseamnă că un cadru (W,R) este conex: 


(w, R).. =y Vw Wa Wa [(w,Rw, ^w Rw,)2 (w,Rw, v w,Rw, )]. Presupunem prin reductio ad 
absurdum cá pentru orice w,,w,,w, are loc conjunctia din antecedentul implicatiei si n-are 
loc disjunctia din consecvent. Cum non w,Rw,, rezultă cá există o formulă a astfel că: 

1.0 @ew,  @ё w,. Cum non w,Rw, rezultă că există o formula £ astfel că 2. o J e w, si 
Be w,. Din 1. şi 2. obținem 3. na D few, şi 4. nf Dag w,. Însă w,Rw, si w, Rw, au loc 
(prin ipoteză) si deci, din 3. si 4. obținem 5. n(na 2 f)ew, si 6. n(n д Da@)¢ w. Aşadar, 
nici disjuncfia lor, (aa > д) va(n 5 > a) m aparţine lui w, ceea ce este imposibil, pentru 
că aceasta din urmă formulă se obţine din axioma D, prin substituție, este deci o teoremă a 
lui $4.3 si deci aparține oricărei mulțimi max .54.3 -con (prin Lema 2.(4)), echivalent, 
aparține oricărei lumi din modelul canonic al sistemului modal $4.3 . 


Capitolul 5. Logica тода a predicatelor ( 7,2») 


1. Bar: Ухо Р(х) 3 n VxP(x). Fie ш o asignare arbitrară astfel că x^ este o valoare 
din о, adică е. Cum о, are un singur element, 4 are o singură x-variantá: ш însăşi. 
Însă, prin asumptie [Р(х]; =1 si [P(x) FA =1. Din faptul cá м Ки, rezultă că [n Pl) =1 
si astfel [Vx à P(x)] ы —]. Fie acum v o x-variantá a lui и astfel cá x” = е,. Însă e, e Q.. 
Vom avea astfel [vxP(x)] =0. Si deci din faptul cá w,Rw, are loc, obtinem 


[n Vx Р(х)] к =0. Şi astfel Bar este falsificabilă in acest model. 


3. (Reductio). Presupunem w, + w, . Atunci există o formulă de w, şi œ € w,. Si deci 
de w,. Presupunem non w,Rw,. Există deci o formula o fe w} astfel cá fe w,. Si deci 
-Bew,. Fiindcă oflew,  a(xvf)ew, si astfel 0olæv B)e w,. Fiindcă @ew, 
av B € мл. Si deci prin R1 si MP obținem n(av f)e w,. Însă и Ки, are loc. Si astfel 
av Be w,, ceea ce contrazice rezultatul de mai sus, după care ~œ si —/ sunt formule din 


w. 


4. Presupunem w,,w,,w, astfel cà w,Rw; ddacá iS j. V(p,w,)=1, V(p,w,)=0, 
V(p,w,)z1. Atunci V (RI, и) =0. 


5. Demonstraţie. Presupunem cá există o lume weW din (и, к) astfel їпсаї 


[at =] si w,Rw, are loc. Atunci a) [VxOn р(х) ^3x-P(x)] 1. Si deci b) 
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[Vxon P(x) ji =l şi c) (P(x) ^ 21. Din c) deducem cá există o x-variantá v alui 4 
astfel са d) el) =1, iar din b) deducem e) (00 P(x)] », 71, pentru orice v x-variantá a 
lui 4. Din e) deducem că există o lume w, astfel cá и, Ки, si f) (n P(x)]=1. Таг dacă 


presupunem că are loc w,Rw, atunci din f) deducem g) (Р(х) —], rezultat care-l contrazice 
pe cel din d). 


6. a) Thl 

1. Vy(Vxa ^ Ex(y)) > a(x/ y); Univ Y* Ex, Gen 

2. [уха ^ Ех(у)) > а(х/ у)]= [Ex(y) > (ухо > а(х/ y))] 
(din [(рла)> r]&[g > (ро r)] + Subst). 

3. Vy(Ex(y) > (уха > a(x! у))); 1, 2 Th. Inloc. 

4. VyEx(y) > Vy(Vxa > a(x! y)); 3, Distr 

5. VyEx(y); UnivEx 

6. Vy(Vxa > a(x/ y)); 4, 5 MP 


Th2 

1. Vy (Vxa > a(x/ y)); Thi, echival. VY(Vxa > £) 
2. Vy(Vxa > В)> (Vy vxa > Ууд), Disir. 

3. Vyvxa > ууд; 1, 2 MP 

4. Уха > VyD ; 3, Eq 

(Demonstratia conversei se face la fel). 


Th3 

1. (a(x/ »)a 5 vxa)2 a(x! y); £,: (р^) > p + Subst. 
2. Vy(a(x/ y)^ ^ vxa) > Vya(x! y); 1, Gen, Distr 

3. Vy(a(x/ y) ^^v xa) э Ухо; 2 Th2. 

4 (a(x/ у) ^ Уха) э xe; 1, £,:(p^q) > а + Subst. 
5. Vy(a(x/ y) A —vxa) > Vy-vxa ; 4, Gen, Distr 

6. Vy(a(x/ у)л ^ vxa) 2 -Yxa ; 5, Eq 

7. -vy(a(x1 y) av xa): 3,6, £, 

8. aVy-(a(x/ y) > Vxa); 7, £, 

9. 3ya(x/ y)2 Уха; 8, Def 3 


a) Sistemul Q* SEx este corect 

Ax 1" este axioma A sistemelor Q* S$. 

Univ "Ex — (Vxa ^ Ex(y)) 2 a(x/ y) (Reductio). Presupunem cá Univ 1" Ex este 
nevalidă. Există deci un model M, o lume we W şi o asignare yw in M astfel cá [ухо] =1, 
[Ех(у)]^ =1 şi [a(x/y)l* =0. Fie acum о x-variantă v a asignării ш astfel că x" = у“. 
Avem deci [a]; = 0 (prin Lema, 3.1.2). Apoi, întrucât [Ex(y)];" =1, rezultă că x" e Q. Si 


astfel, prin [v] (5.5.3.), avem [уха] = 0, ceea ce contrazice supozitia de mai sus. 
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Distr (exerciţiu). Eq si UnivEx, rezultatele sunt imediate (sub asumptia neviditatii 
domeniului Q, pentru Eg). Regulile MP, N, Gen sunt cele deja utilizate in capitolele 
anterioare. 

Regula GenMod. Fárá a altera ideea continutá in generalitatea formulárii acestei reguli, 
luăm cazul n = 2. Regula devine 

a 2o0(a, >of) 
a Sata, > пух P) 
cu restrictia: x nu este liberă in @, ,@,. 
Contrapozitie. Presupunem cá [a Dola, >0Vx J)] 7-0. Fie w,w,,w,eW astfel cá 
w,Rw,Rw,. Fie [œ lie =1, [æ | =1 si [3х3], =0. Deducem astfel că există o x-variantă v 
a asignării и astfel încât x” e О, şi [8]; = 0. Însă prin restrictia regulii, x nu este liberă in 


a, şi a. Si deci [o] =[a,}" =1 (i912). Şi astfel [а 20а 2 0/)) 7-0. 


7. 1. (х= y) >(5 (х= x) п(х = у)); 142 
2 [p2 (a2 г) [62 (par): 2, 
3 a(x =x)>((x= y) 2 n(x» у)); prin 2, Inloc 
4. х= x; Idl 
S.n(x 2x5; 4,N 
6. (х= y) 2n(xx у); 3, 5, MP 
8. (х= y) 3n (x = y); Necld 


—a(x= y) э Xx» y); 1, Contrapoz 

0A (х= y) 2 «x» y); 2, Intersch 

ч (х= y)2 a4 (xz y); echivalent 

(x+ y) 3a(x y); 3, prin R,, 4.12. 


RYN 


9. Fie (W,R,Q,t) un model, we W, yw o asignare arbitrară in acest model si 
[а 3xa ] 2 1. Rezultă că pentru orice w' €W astfel cá wRw', xa]? =1. Existá deci o 
asignare v in м", x-variantá a lui и, astfel încât la}: =]. Definim acum o аѕірпаге p x- 
variantă a lui и astfel: x^ =x",, pentru orice м" astfel că wRw'. Deducem astfel cá 
[2]? =1, pentru orice w* astfel cá wRw'. Si deci (na ]'7=1. Însăcum p este o x-variantá 


alui 4, obţinem [3x na ]? - 1. 
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